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Uvodem

Text je urden piedeviim studentiim uéitelstvi vieobecné vzdélavacich
piedméti, ktefi na piirodovédnych fakultach staroslavné Univerzity Karlovy
studuji kombinace s matematikou.

Skripta lze pouZit pro dvousemestrdlni dvouhodinovou prednasku, kte-
rou lze usporadat nékolika zpusoby. Pokud je kladen vétsi dfiraz na teorii
pravdépodobnosti, lze probrat celou prvni ¢ast skript o pravdépodobnosti a
vyklad statistiky ukonéit kapitolou o zdkladech statistické indukce. Cheeme-
li vénovat vice pozornosti statistickym metoddam, je mozno vynechat vyklad
nékterych klasickych modelti ¢i asymptotickych vlastnosti. Na teorii linear-
nich modeli miize navazat bud kapitola o specidlnich linedrnich modelech
nebo kapitola o pouziti multinomického rozdéleni v testech dobré shody.

Autofi jsou vdééni Prof. Ing. Viclavu Cerméakovi, DrSc. a RNDr. Jar-
mile Zocové za Iadu ndmétd na vylepSeni textu a za upozornéni na chyby a
nedopatfeni. Stejné podékovani sméfuje také k Mgr. Petru Sevéikovi.

V Praze dne 4. fijna 1997.
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1. Definice pravdépodobnosti

1.1 Klasicka pravdépodobnost

O ndhodném pokusu hovorime tehdy, kdyz koname pokus, jehoZz vysledek
neni jednoznacné uréen podminkami, za nichz je provideén. Necht A je néjaké
overitelné tvrzeni o vysledku nahodného pokusu. Prohlaseni nastal jev A
znaniend, ze je pravdivé tvrzeni A o vysledlku ndhodného pokusu. Zajimaji
nis pri tom jen takove pokusy, v nichz sledovany jev vykazuje v opakovanych
pokusech jakousi stabilitu: relativni cetnost f, () = n/n vyskytu jevu A
v posloupnosti n _nezivislych® polkust mi tendenct pii velkych hodnotach
n se prilis neménit, ma tendenci drzet se néjaké konstanty. Tuto konstantu
budeme nazyvat pravdépodobnost a cilem prvni éisti skript je pro pojmy
ndahodny jev a pravdépodobnost najit vhodny matematicky model.

Mejme dva nahodné jevy 4 a B, Jisté ma smysl zjistovat, zda nastaly
oba soucasné, coz vede k potrebé definovat pranik nihodnych jevit AN B
jako novy ndliodny jev. Podobné plati o otdzce, zda nastal aspori jeden z jevi
A a B, takze sjednoceni ndhodnych jevit A U B musi byt také ndhodnym
jevem. Jev opacny A° nastiva, pravé kdyz nenastal jev A. Odtud plyne, zZe
k systému ndhodnych jevi musi patiit také jev jisty, vznikly sjednocenim
AU A° Tento .maximalni* jev oznaéime symbolem ). Jev opaény k jevu
jistému nazveme jevem nemoZnym a oznacime jej symbolem (1. Pokud je
prinikem ndhodnych jevii 4 a B jev nemozny, nazyvaji se jevy 4 a B neslu-
¢itelné. Prikladem dvojice neslucitelnych jevii jsou jevy A a A°. Kromé toho
ma smysl jevy porovnavat. Pokud ma jev A za nasledek jev B, budeme rikat,
ze ndhodny jev A je podjevem nihodného jevu B. Kazdy z ndhodnych jev
musi byt nepochybné podjevem jistého jevu Q.

Ziejmé bude vhodné pouZit mnozinovy jazyk.

Definice 1.1. Systém mnozin A se nazyvi algebra, jestlize plati:

(1.1) ABeA = AUBEA,
(1.2) ABeA = ANBEeA,
(1.3) AcAd = A°€A4,
(1.4) Qe 4, 0e A

Jako nédhodné jevy budeme tedy v naSem matematickém modelu chapat
mnoziny z néjaké algebry podmnozin mnoziny . Obecny prvek w mno-
ziny {1 se v této souvislosti nazyva elementarni jev. MnoZinu 2 budeme
v konkrétni situaci volit tak, aby elementarni jevy w byly témi nejjemnéjsimi
vysledky nahodného pokusu, které je jesté tieba rozliSovat.
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Nyni se budeme zabyvat p[-mrdép()dObnOStl, kterou SJhCCIDE pﬁpiso\‘at
} ‘ hodnému jevu. Tato realné funkee definovand na algebye A
: ako relativni etnost, kterou ma modelo\’at

‘kazdému nd [a
méla mit podobné vlastnosti ]

K takovym vlastnostem patii
AeA = fn(A) > 0,

82; ABed AnB=0 = fu(AUB)=fald)+ fu(B),
(1:7) fa() =1, fa(0) = 0.

) definovanou na algebfe A podmngsj,

: .2. Realnou funkei P( L ;
Definice 1 podobnost, jestlize plati

munoziny £ budeme nazyvat pravdé

4ed = P(d) =0,

1.8
El_gi ABed AnB=0 = P(AUB)=P()+P(B),
(1.10) P(Q) = 1, P(0) = 0.

7:akladni vlastnosti pravdépodobnosti prohlubuje nasledujici tvrzeni.
Véta 1.1. Jelli P pravdépodobnost definovand na algebie A4, 4 B ¢ A
resp. A; € A,1 <i <n, pak plati

(1.11) AcB = P(4)<P(B),
(1.12) AcB = PB-A4)=P(B)-P(4),
(1.13) P(AS) = 1-P(4),
(1.14) P(AUB) = P(4)+P(B)-P(ANB),
(1.15) P(UL4) = Y, P(d)- > P(Ain 4))
1<i<n 1<i<j<n
+ 3 P(ANA;NA)
1<i<j<k<n

+... + (=D)HP (N Ay).

D i k a z: VySe uvedené implikace jisté umite dokdzat samni, pokud
nikoliv, poucte se v dikazu véty 1.2. O
UziteCny specialni pripad dostaneme, kdyz budeme predpokladat:

1. Jisty jev §) sestdvd pouze z kone¢ného poctu elementdrnich jevi.

2. Neni divod povaZovat néktery z elementdrnich jevii w €  za vice
mozny (,pravdépodobnéjsi“) nez ostatni elementdrni jevy.

é‘cénned by CamScanner

1.1 Klasickd pravddpodobnost 0
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Na téchto predpokladech je zalozena nasledujici definice pravdépodobnosti
pouzivana ve stiedodkolské matematice.

Definice 1.3. (Klasicka definice pravdépodobnosti) Necht Q je ko-
necnd muozina, necht A je algebra viech podmnozin mnoziny Q. Pravdépo-
dobnost je dana vztahemn

Trojice (€2, A, P) se nazyvi klasicky pravdépodobnostni prostor.

Snadno zjistime, Ze klasicka definice opravdu zavadi na koneéné mno-
zin¢ €2 pravdépodobnost. Viastnost (1.8) je piimym disledkem toho, Ze po-
¢et prvki [A] mnoziny A, kterd je podmnozinou koneéné mmnoziny €2, musf
byt nezaporny. Pro disjunktni mnoziny 4 a B plati dile [AUB| = |4 + |B|,
takze je splnén také pozadavek (1.9). Podobné jsou ziejmée splnény poza-
davky (1.10).

Priklad 1.1. Uvazujme n hod symetrickou minci. Strana, na niz je
vyobrazen statni znak, se zpravidla nazyva lic mince. Zajima nas nahodny
jev Ay = [padlo pravé k lict], 0 < k& < n. Mame dvé moznosti volby mnoziny
elementdrnich jevii. Protoze sledovany pocet licit musi byt v rozmezi od
nuly do n, stacilo by zvolit 2 = {0,1,...,n}. Nahodné jevy A, jsou pak
totozné s clementdrnimi jevy. Jinou moznosti je chapat vysledek pokusu jako
uspofddanou n-tici nul a jedniéek. Prostor clementdrnich jevl ma pak tvar
Q, ={0,1} x{0,1} x...x {0,1}. Kazdy z jevii 4, v tomto pfipadé musime
sestavit vidy z téch elementarnich jevii, které obsahuji pravé k jednidek.
Klasickd definice pravdépodobnosti je ziejmé pouZzitelnd pouze ve druhém
pripadé. O

Schopnost umét dobfe pocitat klasické (kembinatorické) pravdépodob-
nosti je uziteé¢ny pomocnik pri studiu pokrocilejsich partii pravdépodobnosti
a statistiky. Uvédomme si, Ze reSeni nasledujicich prikladd neni pouze otaz-
kou znalosti kombinatorickych postupti a pravidel. Prvnim krokem je vidy
vytvoleni pravdépodobnostniho modelu, tj. stanoveni mnoZiny elementér-
nich jevit Q tak, aby nebylo pochyb o opravnénosti nahofe uvedeného vy-
roku 2. V jednotlivych prikladech i ve vykladu budeme pro nékteré kombi-
natorické pojmy pouzivat oznaceni zavedena v dodatku Al

Priklad 1.2. Pfedmétem vybérovych Setfeni (viz téZ oddil 11.1) je zjis-
téni uréité vlastnosti velké populace tzv. statistickych jednotek S=
{1,2,..., N} na zékladé vyZerpavajictho priizkumu malého vzorku (vybéru)
s = {t1,...,%,} C §. V zadjmu reprezentativnosti vzorku je tfeba poridit vy-
bér tak, aby kazda jednotka méla stejnou moznost byt zahrnuta do vybéru.
Jedna z moznosti, jak toho docilit, spociva v tom, ze kazdy vybér s C S,

— e e
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ktery md n prvki (s € exp, S), bude volen se stejnou pravdépodobnosti

(’:) . Uvazujme tedy klasicky pravdépodobnostni prostor, kde mnozinou
elementarnich jevii je mnozina viech podmnozin mohutnosti n uvniti: S.
Uvazujme jednotky 1 < i # & < N a vypoétéme pravdépodobnosti ndhod-
nych jevii:
Vi= {jednntkn i je zahrnuta do vybéru) = {s € exp, S : i € s},
Vi = [jednotky i a k jsou zahrnuty do vybérn],
ik J Yy J
Vigr = [alespon jedna z jednotek i a k je zahrnuta do vybéru],
+ I J J
Vier = [jednotka ¢ je zahrnuta, jednotka # nikoliv],
J j ]
Vivr = [prave jedna z jednotek i a & je zahrnuta (lu vybéru).
1 J ] ]

Zicjma je
"\r == 1 1\' = T
P(17) = = —,
(%) (nhl)(n) N

protoze vybér zalrnujici jednotku i je jednoznacné urcen podmnoZinou
s € exp,,_ (S = {i}). Podobné vypocteme

- o |
P(Vix) = P(V; N T}) = (\1_22) (N) - %
Povsimnéme si, Ze plati
P(VinT%) # P(1%) - P(Vi),
tj. zahrnuti dvou riznych jednotek nejsou ,nezivislé udalosti®.

Pii vypoctu zbyvajicich pravdépodobnosti pouzijeme vlastnosti uvedené
ve vété 1.1:

P(Viss) = PR UTA) = PO+ POA) = PV = 5 (2= 321 )

) = n—1
Vik N N_-1/’

P(Vivi) = P(V;VVi) = P(Vi- f\)"‘P(‘L—;):% (1_17\1/7:11). o

P(Vik) = P(Vi

Priklad 1.3. K roztrzité Satnaice prichazi n hostid restaurace odlozit si
svilj kabat. Satndika vydava ¢isla oznacujici piislusny vésik zcela chaoticly.,
Nahodny svédek jejiho poc¢inani si miZe polozit otazku, jaka je vlastné na-
déje (pravdépodobnost), ze alespon jeden z hostil dostane pii odchodu sviij
vlastni kabat.

1.1 Klasicka pravdépodobnost 11

Nejpodrobnéjsim zipisem vysledku tohoto Lexperimentu® je posloupnost
(kis.-okn), kde 1 <k < nje ¢islo piidelené hostu, ktery prisel jako i-ty,
tedy jistd permutace mnoziny {1,2,..., ; 1}

Pouzijeme-li klasicky pravdépodobnostni prostor s mnozinou clementan-
nich jevit I, (vechny permutace n-té tridy ), modelujeme vyrok ,vydava
zeela chaoticky™ tak, ze kazdid permutace vydavanyeh cisel je stejné pravdce-
podobni. Mame vypocitat pravdépodobnost nihodného jevu

AR = ko, Bn) € By rexistuje 1 <@ < n s vlastnosti k; = i}
= 4 UudUu U Ay,
lde
Ai = [i-ty host obdrzel ¢islo 1] = {(kis...,kp) € Pn s by = i}.
Podle vzorce (1.15) je
- 2)! n\ (n —3)! 1
P(AMy =1 — (”’ (_7,1_ RiE e —_1yn+1 2
( ) 2 T \s n! + (1 n!’
protoze
n—1)!
Plan =" o g,
n! .
n —2)!
P(A;n 4;) = (_n'—) pro 1<i#j<m,...
a
P(A1a) -2
n!
Po upravé dostaneme
1 i, 1
(nMy—q1_ 24+ _ .. _1yn+1
P(A™) =1 2!+3! + (=1)" ok
Tabulka 1.1 udéva nékolik hodnot P(A™M).
n 1 2 3 4 5 6 7
P (A™) [ 1,0000 | 0,5000 | 0,6667 | 0.6250 0,6333 | 0,6319 | 0,6321

Tabulka 1.1: Pravdépodobnosti spravného vyddani kabatu
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Dalsim pocitanim bychom zjistili, ze velikost pravdépodobnosti P(A(n),
se jiz piilis neméni, coz neni zadné piekvapeni. Napiseme-li Tayloriy rozvo,

pro funkei e* v bodé z = —1, vidime, ze plati:
= (-1)
: - - 1 - qpa p
hm P(AY) = lim | 1- — o = 06321
n »l‘I\ ( n—ex Z /1 J
j=0

Priklad 1.4. Muohokrat se kazdému stalo, ze st znovu vyslechl aneledoty,
kterou jiz nékomu vypravel. Nalezneme jednoduchy model sireni anekdory
vypocteme pravdeépodobnost jejiho navratu k osobe, kterd jiz anckdotn 2

Uvazujme okrah osob S = {0, 1, ..., N}, mezi kterymi se anekdota n krig
od jedince k jedinci predava, pricemz osoba 0 je jejim autorem. Trajelktorie
sitent anekdoty (0, by, ks, oo k) je posloupnost prvka mnoziny S délky n +
l.4kt('r.’| ma na prvnim misté prvek 0 a zadné dva po sobe jdouci prvky
nejsou totozné. Uvazme klasicky pravdépodobnostni prostor, kde I“lil;.},i]].;j
F‘](’lll('ll?éil'llf(']l Jjevi  je slozena prave z téchto posloupnosti. Matematickon

indukei podle n se mizeme snadno presvédcit,, ze |Q] = N, tj. ze mnozina

posloupnosti 2 je stejné mohutna Jako krychle X' = {1,2,.. N} (Pokuste

se zkonstruovat vzajemne Jednoznacné zobrazeni mezi K a ()))
Predpokladejme, ze

n < N. Snadno vypocteme pravee i
P < \ : pravdepodobnost nahod-
neho jevu O, k : S

tery spociva v tom, Ze Sireni anekdoty ma cyklus. Doplnék

nahodného jevu €' tvori prave ty posloupnosti v 2, které maji rizné prvky,

t).
ey = 1- YW - 1)..\;(4\' —n+1)
n—1 '4
= J
- b H (1 B T) =k ~PanN = ll!l.;\'~
J=1 )

Je-li velik - .
e ]'IOII}\}OSt v¥béru n mala v porovnani s velikosti populace N, mizeme
A . 3 o . 2 : ‘ 3 )
1délat hrubou predstavu o velikosti pravdépodobnosti p, n. Ve vzt

. 4 Rabg o e ahu
Pn N ’ .ZF{ In(1 - j/N) mazeme bey VetsI ztraty presnosti pouzit zna-
mou aproximaci In(1+t) = ¢ (pouzij Taylorav rozvoj funkce In(1+1¢) v boda

f — Fog TYONG - -
0, presnost navrzené aproximace ])]}'HE

z |In(1 - 20
Odtud obdrzime priblizné ke z|In(l+¢)—¢f <t pro Jt| < _l))

R B 2
III]),\rza_ e ”(”—1) . n-
n,l AT E J—*__.T = ——

N o 2N N
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1.1 Klasicka pr.‘n‘«h"luuhrhnunl

a tedy “_.
Dn,N exp ( .)\ .

hodnoty [n'.’l\'(l(-]m(lnlumsti il
ach podilu n/N = 0,1 an/N =

toho, ze se

1 fiblizne urcenc
Tabulka 1.2 uvadi takto pnl»lluge e
pii pevnych hodnot

( \’]{li‘]li .lllt']{(|(;[3" ,[“ N :
vypocteme prave

lepodobnost g N
(.05 Podobnym zpisobem I

V=01 TN =005

nj/i i 3 e .

\\ T | A T dy N\ n dn. N 1 7!177_{1‘,,‘;\7‘; ]
71 tny N n N . . biE . ;

I | 00488 | 14 | 0,5034 1 0.0247 | 27 t)._l.)()l
3 u.l'i‘li 15 0,5276 5 0,1175 28 f).._.(l.,i_
5 0,2212 0 | 0,6321 10 0,2212 29 0,5157
I R = : T p Okl
10 | 0,3935 25 | 0,7135 15 | 0,3127 .‘H'l u_.—»_“/‘!l)
11 | 04231 30 | 0,7769 | 20 | 0,3935 35 (J.y.“w:,
12 0,4512 | 35 0,8262 25 0,4647 10 0,6321

\ l} 0,4780 | 10 0.86G47 ) 206 ruﬁlTHU A’I; %i!l"

Tabulka 1.2: Zavislost pravdépodobnosti zacy kleni anekdoty na n a

anekdota nekdy vrati ke svému tvircl l)uph’lkn\'ﬂ: nahodny jev je H(‘Sf‘El'\"‘(‘ll
ze viech posloupnosti v mnozine ). které pouzivaj prvek 0 pouze na prveri
miste. Je tedy
\('\ . l)n—l
qn N = L = ‘\.” —

kde a = n/N.

0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
gn. .~ | 0,095 | 0,181 0,259 | 0,329 | 0,393 | 0,451 0,503 | 0,550 0,593

Tabulka 1.3: Aproximace pravdépodobnosti ¢, v navratu anekdoty k jejimu
tviirei.

Je znamo, ze limita vyrazu (1 —a/n)"~! pii n — oc je rovna ¢islu e “.
Prichazime k zavéru, ze rostou-li ¢isla n a N nade viechny meze tak, ze podil
n/N zustava konstantné roven cislu a, pak

gy =1—e"%=1-(0,3679)".

- re—

e

o

A
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Tabulka 1.3 uvadi takto urcené pravdépodobnosti g,y navratu mml"dOtO)'

: — r
k jejimu tviirei pro rizné hodnoty podiln a = n/N.

1.2 Nahodna veli¢ina

Velmi ¢asto se stavd, ze jsme schopni, nebo ])O\‘aillj(‘l-ll() za llﬁ‘lt(’(‘:ll?,-])o_
pisovat nahodny jev w € Q pouze distecne, prostiednictvim néktere JO]EO
Ciselné charakteristiky X (w) (rozinér, hmotnost,. .. ), kterou nazveme na-
hodna veli¢ina. Piesniji a také strucnéji: Nihodna velicina na Ilasiclém
pravdepodobnostnim prostoru s mnozinou elementdrnich jevi € je libovolni
redlnd funkee X definovand na €. Nis budou samoziejiné zajimat pravdépo-
dobnosti, se kterymi nahodna velicina X' nabyva svych jednotlivych hodnot
2,Y,... € (—00,00), tj. P[X = 2] = P({w € @ : X(w) = z}) nebo prav-
dépodobnosti, se kterymi nalezneme hodnoty ndhodné veliciny X v nékteré
podmnoziné redlné piimky, napiiklad P[A < 2] = P({w € @ : X(w) < z}).
Poznamenejme, ze funkce P[X = 2] proménné x € (—00,00) se nazyva roz-
déleni nihodné veliciny X.

Céstenou piedstavu o ,pravdépodobnostni velikosti® ndhodné veli¢iny X

si mizeme udélat tak, ze spocitame vazeny primér jejich hodnot, tj. ¢islo

EX = ﬁ Y Xw)=)_ zP[X =4,

wEeN z

(1.16)

kde posledni s¢itani je provadéno pies viechny mozné hodnoty nahodné veli-
¢iny X. Cislo EX se nazyva stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X. Snadno
se nahlédne, Ze se stfedni hodnota méni se zménou polohy a méfitka podle
vzorce E(a + bX) = a + bEX, kde @, b jsou libovolné konstanty.

Pojmy a znafeni, které jsme pravé zavedli, pouzijeme v nasledujicich
dvou prikladech.

Priklad 1.5. Hizime postupné Sesti kostkami a obdrzime posloupnost
(k1,ka, ..., kg) dosaZenych bodl. Jak velka je pravdépodobnost, Ze takto ob-
drzime monotonni posloupnost? Jaké je rozdéleni pravdépodobnosti nahodné
veli¢iny K, kterd oznac¢uje maximalni pocet bodd v sérii (ky, k2,..., k)7

Ulohu budeme samoziejmé modelovat klasickym pravdépodobnostnim
prostorem s mnoZinou elementarnich jevi © = (6)® viech posloupnosti délky
6 mnoziny (6) = {1,2...,6}. Ozna¢ime-li mnoZinu v3ech monotonnich po-
sloupnosti A, je zfejmé M = M, U My, kde M, a M, jsou neklesajici, resp.
nerostouci posloupnosti v M. Podle (A3) plati

_a-sfll
6 ( i )

6—1+6)

P(M,) = P(M) = 6'6( 5

canned by CamScanner
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Pravdépodobnost ndhodného jevu M vypocteme nyni pomoci pravidla (1.14)
z véty 1.1:

| (11
P(M) =2.6 G(s) ~67%.6=6"%.918 = 0,0197,

p;'ot:ze nahodny jev My UM, zahrnuje pravé Sest konstantnich posloupnosti
(hyy koo AG) Vidime, Ze ndhoda ddva dobie uspofddanym vysledkiun jen
malou nadéji.

g 3 ooalixi o T . ) i s

l\fl,h.mhm veli¢ina K je funkce definovana na mnozing (6)° formalné na-
sledujicim predpisem

Kk, ko, . ) = max(ky, k g

(1, koo k) = max(ky, ks, . .. . ke) € (6)°.

vke)  pro (ky, ks, ..

1\[;’11110“\'3';)061'tat‘ pravdépodobnosti nahodny-ch jevi [K=jlprol<j<
G. Sna'(ln(.g]l urcime pravdépodobnosti nahodnych jevii [K < 7], které pOI_)iSUJTi
ten vysledelk experimentu, pri kterém jsou viechny dosazené body nejvyie
rovny Cislu j = 1,2, . 6. Je tudiz .

j° 1
PKSdl=5% & Plit=1= &

o ix. 6 N
P =j]=PK <jl-Pr<j-1= (L) - ({2
6 6
pro j ='1, 2,..:,6,4a 'Eo }Jodle (1.14) z véty 1.1 o vlastnostech pravdépodob-
nos‘m. 'Tdblttxlka l).4.uda.va rozdéleni pravdépodobnosti nihodnd veliciny K. Je
mozna zajimave si viimnout, Ze stiedni hodnota maximalniho poctu bodn
K je rovna

G
EX = JPIK = j] = 556029,
Jj=1

kdezto nejpravdépodobnéjsi hodnotou je cislo 6. O
i 1 2 3 1 5 6 ]
Plk = 5] | 0,00002 | 0,00135 [ 0,01425 | 0,07217 | 099711 0.66510 |

:I‘ab}lllia L4: Rozdéleni pravdépodobnosti maximalniho poctu bodu v sérii
Sesti hoda hraci kostkou

Pf-ljl-’;lad 116. Vyznamny polsky matematile Stefan Banach (1892-1945)
byl kurak a mél vidy pro jistotu k disposici dve krabicky zapalek, které pii
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prvé v jedné z krabicek
alé rozdéleni pravde-
yalek ve zbyvajici

t¥idal. Pii jedné prilezitosti, kdyz po
ca, si Banach polozil otazku, ]
adiujici pocet z4]

pouziti ndhodné s
jiz nebyla 7adnd zapall
podobnosti md nahodn
krabicce.
Piedpokladejme, Ze v kazdé
zdznam jejich postupného vyprazc
nicek délky 2n + 1, kde 0, resp.

7e byla pouZita nultd, resp. pryvni krabicka
tak, aby bylo mozno vypocitat pravdépodobnostl viech moznych obsahi

K, = k zbyvajici krabicky pro 0 < &k < n). Jsme tedy v situaci piikladu
. o - 2 £ i -2
1.1, kde prostorem elementidrnich jevi je mnozina {0, 1}2n+1. Méame poditat

pravdépoclobuosti nahodnych jevi

4 velicina I VY)

krabitce je pravé n zapalek. Nejpodrobnéjsi
lihovani je jisté dan pos‘loupnosti nul a jed-
1 na k-tém miste posloupn(:sti znanena,
(ddlka posloupnosti je stanovena

[KK,=4k = [pri prvém objeveni prazdné krabicky je ve zbyvajici
krabitce prave k zapalek]

.-12 U :l,]f. pro 0< k<n,

Il

kde
Al =[Kn=4k]N [pravé i-ta krabicka byla objevena jako prazdnd], i =0, 1.

st (F1,--- Jjony1) € A} Vyznamna

k) =m, ktery vyjadiuje, pfi kterém
41. Nage posloupnost musi
ednicek, jn = 1 a koneCné
mnoziné {0,1}*. Je tedy

Podivejme se podrobnéji na posloup!:
je soutadnice s indexem (n+1)+(n—
pokusu o zapaleni cigarcty nastal nahodny jev .
byt takova, ze v useku Ji,...,Jm—1 je pravé n ]
, jons1 je libovolnd posloupnost v

on — k .
P(A}) =2-(2"+1)( i )~1-2‘

né disjunktni mnoziny, dostdviame

usek jm+1 P

a protoze A} a A} jsou dvé stejné mohut
konetny vysledek

2n — k .
P[K, = k] = 2P(4;) = ( “ﬂ ) .2k=2n pro 0< k<.
Ué¢inime si opét pfedstavu o velikosti pravé vypoctenych pravdépodob-
nosti. Zvolime n = 10 a vypocteme

20 — K\ .k
pkzP[szk]:( 10 )-2*-20 pro k=0,1,...,10

a dostavame hodnoty uvedené v tabulce 1.5 a).

canned by CamScanner
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k ( Olok) P kpy 2 4
llJ 153:1 756 | 0,1762 | 0.0000 n | ()2
) ;‘; ;Zg 0,1762 | 0,1762 1 0,5000 o\éﬁz
: = »118 0,1660 | 0,3338 5 0,2461 0,2523
. et 8,1:;‘5;1 0,4451 10 0,1762 0,1784
: : 00; ,1‘.22 0,1888 15 0,1445 0,1457
5 o g,UJIG 0,1582 20 0,1254 0,1262
: L 0611 | 0,3666 25 0,1123 0,1128
! Hrrj 8,03-19 0,2144 30 0,1026 0,1030
: ;1: 0161 | 0,1289 31 0,1009 0,1012
o 1 0,0054 | 0,0483 32 0,0993 0,0007
nln 0,0010_| 0,0098 33 | 00078 | 0,0982
1,0000 | 2,7001 34 0,0964 0.0068

a) Pravddp sti, ze pri l

O}))jc\,e“i gl]()(lf?!)IlOSt’l: Ze pii prvnim b) Porovnani aproximace
i se plizdnu krabicky je ve a presné hodnoty vyrazu
zbyvajici krabiccee % zapalek 1/V/7mn (

Tabulka 1.5:

Zjistili jsme, Ze nej G
. G ) ejpravdépod 8151 RTPT 5 .
jednn, Vypoiberie podobnéjsi hodnoty veli¢iny Ky jsou nula a

P[Kis > 6] = _ >
[K10 > 6] = P[K10 = 7]+ P[K1o = 8] + P[K1p = 9]+ P[Ky = 10] = 0,0574

vidime, Ze pii vyprazdneni jednd
oo nez?;;fl;l}l[z{azdner{l qedne z krabi¢ek bude druha krabitka obsahovat
e (2p70§1 jen s mizivou pravdépodobnosti. Soucet ¢isel v poslednim
ot qub;éek _) je fltredm hodnota nihodné veli¢iny Iyo. P vyprazdnéni

abicek je tedy stfedni (ocekavany) pocet z4 . -
roven piiblizné &slu 3. (oZekévany) potet zdpalek v krabitce druhé

Pro obecné n lze stiedni
> stfedni hodnot 4 £ walis - .

syptieitat pests, Te u ndhodné veli¢iny K, tj. &slo EK,,,

n—EI,

En—K,) =3 (n-k) (211 - k) g-(20-k)
k=0 k

n

n
_ Afn+7 . 1.2 )
= —(n+j) _ . n+j—

jgoj( J )2 N 52(71"']) i . o—(n+j-1)

j=1 J—1

1< ;
= = (n+j+1)(7l+])2—(n+j)_1 . m\ .,

2 e s (1 e - Jen e ()
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1 o 1 2n -2n
= §E(n+(ﬂ—l\n)+l)_§(2n+1)(n)2

2 ’
L %(271 + 1)( n) g

1 r
= R—EEI\,1+2 n

Po vypoctu dostaneme

o\, _,
EK, = (2n + 1)( ”)2“" =1,

7

Pro n = 10 vyjde EX;p = 2,7001. ,
s A i e 2 —_9 .
Pii skutecné velkych n je obtizné stanovit ¢islo (")272", které se ve
vzorci vyskytuje. PomizZe Stirlingliv vzorec

n! = n"V2rne™ "

(limita pfi n — oo podilu levé a pravé strany je rovna jedné). Prostym
vypoltem dostaneme odhad

Presnost, resp. nepfesnost této aproximace vidime z tabulky 1.5 b).
Pro stiedni hodnotu nahodné veli¢iny K,, dostdvdme tedy odhady

L 2n+1
T

EK, -1=1,128v/n -1,

tj. EK1o = 2,7467, resp. 2,5670 (pfesn4 hodnota je 2,7001) a EK5q = 7,0586,
resp. 6,9762, pfesné 7,0385.
Podobné se pokusime odhadnout pravdépodobnost P(Ka = k). Plati

— (2n—k)2_2n2k

n
_ 2\ g_znox n(n—=1)...(n — (k-1))
B (n)2 2k2n2n—1)...(2n—(k—1))

(2n)2_2n2k2_k 1-4Hi- -) (1 -5

(
" (1-3)(1-5%)...(1- &2
1

2n 2n

—\/ﬁDn,ka

1.3 Rozsifen{ klasické definice pravdépodobnostj 19

kde Dy« je podil souéing v

k pledposlednim vyrazu. O velikosti i mi-
zeme ucinit predstavy t / e Dn.k i

ak, Ze nejdfive vypocteme jeho prirozeny logaritmus
’il ; k—1
In Dn k= In (1 ! ) ]
i i In{1-=1.
=1 . ,; 2n

uzijme nyni g i : . )
?eoéisljo : C) IIl i‘i];)r(.)mmam l‘n(‘l +1t) =t jako v piikladu 1.4. Predpoklddejme,
Z, it _‘J’ la' é V€ Srovnani s ¢islem n, Pak Jjsou mala také éisla t = —7/n
VYSKYLUICL S€ ve vyTazu pro In D, ;. a mizeme psat:

k=1 i k=1
i 1 = & L ,
111D,._A.:Z(_i)_z(_i)=__1_le__1€(&—1); k2
j=1 L . 2n 2n = in T 45’
Dostdvdme tedy aproximaci D, = e a kone¢ns

]. B2
\/ﬁ-e‘*‘; (k < n).

PIK, = k] =

Vyzkousime tuto aproximaci pron = 10

orovnej I vmi i
gy (porovnejte s presnymi hodnotami

I k2]
- -7 -k %
k V107 . . oz 5 r,@l .-r‘g—%LWj k \/%—e_%ﬁ
0 0,1781 6 0,0725 0 0,07979 25 | 0,003500
1 0,1740 7 0,0524 1 0,07939 30 | 0,00008864
2 0,1614 8 0,0360 3 0,07041 35 0,00001745
3 0,1425 9 0,0235 10 0,04839 40 0,00002677
4 0,11?6 10 0,0146 15 0,02590 45 0,000003197
5 0,0955 20 0,01080 50 0,000000297

Tabulka 1.6: Aproximace pro n = 10 (vlevo) a pro n = 50 (vpravo)

PrE) n = 50, kdy jiz nejsme b&nymi prostiedky (kalkulacka) schopni
pravdepo‘dobnost P[Ks5o = k] vyeislit pfesné, jsou jeji pfiblizné hodnoty uve-
deny také v tabulce 1.6. - O

1.3 Rozsifeni klasické definice pravdépodobnosti

Jaké j’sou n‘ev}:'ho('iy klasické definice pravdépodobnosti? Predeviim druha
p?dmmka silné [_Jrlpo_nuné. definici kruhem: pravdépodobnost definujeme za
predpokladu, Ze jakési nahodné jevy jsou »Stejné pravdépodobné«. Navic, jak
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zdy jsou clementdrni jevy takto symetrické.
k dodate¢né opatrenou jednim az Sesti
-li u piedpokladu konecné mno-

pak pravdépodobnost savést tak, ze i-tému clementarnimu

nezaporné ¢islo pi tak, ze je Stopi =1L kde g = |€].
le A C 9, je pak déna predpisem

jsme vidéli v piikladu 1.1, ne v
Stadi si predstavit krabicku od zapale

puntiky, jaké ma hraci kostka. Zastaneme

ziny 1, miZeme
jevu w; priradime
Pravdépodobnost nahodného jevu A, kc

P(4) = Z Di-

fwi€A
Uvedeny postup je konzistentni s klasickou definicl pravdépodobnosti, pokud
zvolime p; = 1/m, 1 < <m.
N4 model lze ponékud rozsirit,
Q) je spocetnd. Pak mizeme jeji prvky (elementarni jevy
jim nezaporné hodnoty p; splijici pozadavek

(e e]
ZP.‘ =1
i=1

(1.17) fada s nezapornymi ¢leny, znamend konvergence pred-
konvergenci absolutni, takze pierovnanim (precislovinim
se soucet Fady nezméni. Nic nds nenuti pozadovat, aby
e, byla nutné konecnd, byt i ten-

kdyZ budeme piedpoklddat, Ze mnozina
) oc¢islovat a priradit

(1.17)

Protoze je v
pokladana v (1.17)
elementarnich jevil)
mnozina A, jejiz pravdépodobnost pocitam
tokrat musi byt A € A. Pak ovSem nahodny jev A nemusi byt konecnym

v

sjednocenim elementérnich jevil, coz nas mize vést k nutnosti rozsirit poZa-
davel (1.1) také na spocetnou posloupnost mnozin.

Piiklad 1.7. Opakujme hody symetrickou minci, dokud nepadne prvni
lic. Vysledkem pokusu je pocet hodi nutnych k dosazeni prvniho lice. Pro-
toze musime (aspoii teoreticky) pfipustit posloupnost (0,0,...), tedy situaci,
se se lice viibec nedotkdme, jako prostor elementdrnich jevii mizeme pouzit

Q= NU {0},
coZ je spoCetnd mnoZina.
Podivejme se na souvislost s klasickou definici pravdépodobnosti. Zvolme
nejprve pevné n € N a hledejme pravdépodobnost elementdrniho jeva z

wi = {prvni lic nastal v k-tém hodu}

pomoci klasické pravdépodobnosti definované na 2, z piikladu 1.1. Pro £ <
n je uvazovany elementérni jev wy C §2 ekvivalentni ndhodnému jevu Cy =

1.4 Kolmogorovova definice pravdépodobnosti 21

1, ktery je sje 2 s
n Y Je sjednocenim elementarnich jevii z Q,, tvaru

(U,...,U,l,d'k+l,...,Zl.'“),

k-1

kde zp41, T, jsou ; jedni

-+« Ty Jsou nul , sdnigky Protas
ot e e '-‘v“dJO Jednicky. Protoze téchto n — k poslednich
mist muzeme obsadit praveé 27=% zpisoby je klasicka t 16 1
hodného jevu Gy, rovna v, Je klasickd pravdépodobnost nd-

P“(C/‘.) £ J—— Quk
2:1 N
Viimnéme si, ze vysledna klasicka .
e 110(111} t(' vysledna klasicka pravdépodobnost neni zivisld na predem
Z ite 1. tedy n: o
bl & Jaf .qm‘“‘_rf:d)' 1 tomj jak vellkou konecénou délku posloupnosti
iy <l Jsme uvazovali. Zvolime-li P(wy) = P,(Cy), mame tak defino
vanu pravdé S A SV ), mame tak de -
- ]]v‘ ‘ itlp()dol.)nost. pro kaZdeé piirozené éslo k. Abychom rozsirili definici
pravdepodobnostl na celou mnozinu ) = Ny {o0}, spotitime nej|
) £ ame rve

Plw) = ) =1
k=1 l‘-;l 2 .
Odtud plyne, Ze musi byt P(c0) = 0. O
Aljf rozsireni na nekone¢né mnoho elementdrnich jevi nemusi vzdy stacit.

at}; 1l’glli1d 1-.8’1.'Pr,1’kondlénim béhani v Kunratickém lese jsem ztratil pa-
m ! cni ‘a;?es_nu bilé barvy. Pokud pajdu ke vzdilenéjsi stanici metra, zo-
pi \éulfl ?t\ rtl.nu z okruhu, na némsz ke ztraté doslo. Kdyz pf*edpoklédérﬁ Ze
nikdo jiny (a.nlvpes) mij kapesnik nesebral, jaké je pravdépodobnost ie’jej
na te}tlz) ctntlme ol_{ruhu najdu, pokud je ,stejné pravdépodobné®, ze jsém ka-
Iv)esm vztram! na llb():\-'olném misté okruhu? Znamy zdravy selsky rozum velf
7e uv\ azovand pravdépodobnost musi byt rovna Etvrting. Usudek je zfejm(';
zal‘ozen na porovnani délek dvou drah, tedy na analogii vzorce z klasické de-
j.:ix}}ce pr avd’epo’dobnosti. Pouze pocet prvki koneéné mnoziny byl nahrazen
jeji velikosti (délkou, objemem). O
-ak:j:k'lid 1.81 ukfilzu:iehna potiebu definovat pravdépodobnost pro mnoZinu
j interval redlnych ¢isel. Naznacuje i cestu v € méreni 1

A v  podob -elikosti®
J? e s p € meéreni ,velikosti

1.4 Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

v prllklacllu 1.7 jsme \’{dell, ze je vhodné a mozné dovolit vice nez konecné
mnoho elementdrnich jevii. Dalsim divodem pro prici se spocetnd mnoha
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[ T imitni chovani a tedy pracovay
elementarnimi jevy bude potieba popsat limitni ch I
-] i j 3

i na cch jevi. Pr ékud rozsirime definicj
s nckonecnou posloupnosti nahodnych jevii. Proto pon
Aebry 4 4 zina. Neprazdny sys-
Definice 1.4. Necht © je libovolnd neprazdna IIlllllﬂlll}‘l. .\lll razdny sys
l s i v o a, jesthze plat
tém A podmnozin mnoziny {1 se nazyva a-algebra, | I

(1.18) 4eA = A€ A,
(1.19) AjeAdi=12.. = U.l,ejA.
i=1

wrnich jev Za na - jev budeme po-
Vyjdeme z prostoru elementarnich jevii €2 Za tl.lh(’nlll,\].] it mhf”“
i : 71 71y atos
vazovat kazdy prvek systému podmnozin A mnoziny {2 O boha
systému vypovida nasledujici tvrzeni. l -
‘ ‘ 1 71 y Q1 na 3 cusu a je-
Véta 1.2, Je-li © neprazdna mnozina vysledku nahodného Il]“\'m 1a]
’ . ’ . o . o~ & & - tl
4 néjaka o-algebra ndhodnych jevu definovana na {2, potom pla

(1.20) e A Qe A,
k

(1.21) A i hed = [JAeA,
1=1

(1.22) 4,42,...€ 4 = []dieA
=1
k

(1.23) Ay dked = [Aied
i=1

(1.24) 4, Bed = A-BeA

D u k a z: Protoze systém A je neprazdny, mizeme pevn_(l'e zvol_itc jidnu
i . A j ¢ A € A kze zvolime-li 4, = A° 4, =
nozinu A € A. Podle (1.18) je také A° € A, ta A
T;: ... = A, dostaneme podle (1.19), ze Q € A. Zbytek (1.20) plyne odtud
borﬁoci (1.18). Mame-li dokdzat (1.21), staci doplnit posloupnost Ay, ... ,Ak’
posloupnosti prazdnych mnozin (). Tvrzeni (1.22) a (1.23) dostaneme pomoci
znamého de Morganova vzorce, (1.18) a (1.19), napf.

Do.»l, = NA;‘EA.
(N+) =0

Posledni vztah (1.24) plyne z (1.23) a (1.18) pomoci
A—-B=AnB".

1.4  Kolmogorovova definice pravdépodobnosti 23

0
e A nemusi byt systémem vsech podmnozin 2,
i kdyz je tento systém nutne
pouze pro A €

Je dobré si uvedomit, 7
velmi bohaty. Pravdépodobnost definujeme
A jako konecnou, nezapornou a o-aditivni realnou funkei.

Definice 1.5, (Kolmogorov) Necht O je neprazdnd mnozina, necht
A Je o-algebra nahodnych jevi definovanych na . Pravdépodobnosti se
nazyvi realna funkce P(A) definovana na A, kterd pro A e A, Ay Ay, €
A, AinvA; =0 pro viechna ¢ # 7. splhuje

(1.25) P(£2) 1.
(1.27) P(U.l,) - ZPLI,)v
=1 i=1

Nejdulezitejsi viastnosti tak

to zavedené pravdépodobnosti uvedeme v na-
sledujici vete.

Véta 1.3. Jeli 4. B € A A, ..., e € A A, N A, = 0 pro viechna
t # J, pak platj
(1.28) P®) = o,
(1.29) 0 < P4 < 1
(1.30) P(A%) = 1-P(A).
k i
(1.31) P(UA,) = Y P4y,
i=1 =1
(1.32) ACB = P(A4) <P(B),
(1.33) ACHB P(B - 4) = P(B) — P(A).
Tvrzeni o pravdépodobnosti sjednoceni nahodnych jevii shrneme do dalsi
vety.
Véta 1.4. Necht je A, B € A, A, € A, 1 <4 < n. Potom plati
(1.34) P(AUuB) = P(.4)+P(B)—P(.4HB)T
n n n—1 n
(1.35) P (U-41) = Y P(4)) - > 3 Pinay)
i=1 i=1 =1 j=1+1
n—2 n-—1 n

+3° 5 3 P(AnA4, Ny

=1 j=141 k=341
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24 1. DEFINICE PRAVDEPODOBNOST]

+...4 (=) (ﬂ l) :

1=1

D1k a z Tvrzeni (1.34) plyne z vyjadieni nihodného jevu AU B ve

tvaru
AUB=AU(B-A)=AU(B-(4NnB)),

pricemz nihodnd jevy A a B - (ANL) jsou nvslm’-ih-ln('-.n n;‘lhod‘n’_\‘ j("’\" .»1[‘113’
je podjevem ndhodného jevu . Potom stadi pouzit (1.31) a (1.33). Tvrzeni
(1.35) se dokize indukei vzhledem k . O

U monotonnich posloupnosti ndhodnych jevi lze zameénovat limitu a vy-
potet pravdépodobnosti, jak bude videt z nasledujici vety.

Véta 1.5. Necht A;, As,... € A. Plati-li 4) € A> C -+, pak je

(1.36) P (U 4) = lim P (),
=1

Plati-li Ay 2 42 D -+, pak je

(1.37) p (ﬁ .~L-) lim P ().
i=1

Pro kazdou posloupnost ndhodnych jevil {4;} plati

(1.38) P (O Ai) <N P
i=1 i=1

D 1 k a z: K diikazu (1.36) zavedeme neslucitelné ndhodné jevy

Bl - ,‘11,
By, = Ay—-4,
By = Az-— A,

Ziejmé plati 4 = U2, Ai = U2, Bi- Pro neslucitelné ndhodné jevy B;
podle (1.27) z Kolmogorovovy definice pravdépodobnosti plati

n

i =1 1

i=1 =1

canned by CamScanner

1.5 Cviceni

Pro koneéné n je viak vzhledem k

> P(B)

=1

predpokladané inklusi nahodnych jevi A1

I

PA)+D P(ai - 4,_))

i=2

PLA)+ D7 (P(A) =P (i)

i=2

. P("ln)q

I

takze dohromady dostaneme

P(A4) = lim P(4,).

n—oo

K dikazu (1.37) nejprve oznacme A =
- 4dC N o M1 4

Ci = A, které spliuji predpoklady prv:

definovany vztahem

C:_ C,:_UA,?: (54) = A°
i=1

plati podle prvniho tvrzeni vity p (C)

NZ, 4 a zavedme nihodné jevy
1 casti véty. Pro nahodny jev €

= lim; o P (C;), takZe podle (1.30)

dostaneme
1-P(4) = 1_l_i,n:}o(l -P(4))=1- il—i;n;:P(A") ;
e . D
Trojici (22, 4, P) budeme opét nazyvat pravdépodobnostni prostor.

1.5 Cviéeni

1.1. Uvazujme rodiny, ve kterych jsou tii deéti.

. . . Jaka je pravdépodol 7
v ndhodné vybrané rodiné jsou dvé déviata a jeden ¥ - poHebnE: 28

chlapec?
1.2. Osudi obsahuje celkem pét kouli,

vytdhneme tfi koule. Jaké je pravdépodobno

a) je bild koule,

b) neni modra koule,

c¢) je bild a neni modra koule?

(V osudi je bild, modra, ¢erna, ervend a zelens koule.)

které se 1isi pouze barvou. Nihodné
st, Ze mezi nimi:

1.3. V osudi je 8 bilych, 8 modrych a 8 Cervenych koull. Vy

kouli 2 . ki tahneme jednu
ouli, zaznamename jeji barvu, kouli vratime, obsah osudi dobte

promichiame a




o

26 1. DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI

avdépodobnost, ze obd koule maji stejnou

opét vytdhneme jednu kouli. Jaké je pr J
&ni, jestlize prvni vytazenou kouli do osudi

barvu? Jak se tato pravdépodobnost zm
nevracime?

1.4. Hézime Sesti hracimi kostkami. Jakd je pravdépodobnost, Ze

a) padnou vesmds riizna Cisla,
b) padnou pouze lichd &isla?
JeSté nez tyto pravdépodobnosti vypoditate, zkuste pred
vetsi.

1.5. T¥icet studenti bylo ndhodné rozdéleno do skupin po deseti osobach.
veta a Zdenék se dostali do stejné skupiny? Jak se
kajici skupinky budou mit 8, 12 a

em uhodnout, ktera bude

Jakd je pravdépodobnost, ze Y
tato pravdépodobnost zméni, jestlize nové vzni
I 10 osob?

1.6. Zc stovky o&islovanych vstupenek byly nahodné vylosovany tii. Jakd je
pravdépodobnost, Ze tyto tii vstupenky lze usporddat v aritmetickou posloupnost?

1.7. Jaka je pravdépodobnost, ze se ve tiidé, kde je n zakid, najde dvojice,
kterd m4 narozeniny stejny den v roce? Pro jaké n je tato pravdépodobnost nejblize
hodnoté 0,57 (NeuvaZujte pfestupné roky, predpoklddejte, ze se béhem celého roku
déti rodi rovnomérné.)

1.8. Jaka je pravdépodobnost, ze ve tidé, kde je n zaki, existuje spoluzik,
ktery m4 narozeniny stejny den jako tiidni profesor?

2. Nezavislost

2.1 Podminéng Pravdépodobnost
P'nklad 2.1. Mé&jme urny S @ ¢ernyinj
dépodobnost, s jakoy ye druhéy '} g
predpokladu, ze také v prv i

Oznacme jako B; naho
Z klasické definice pravde

a b bilymi koulemi. Zajim4 nas prav-
e u bez vraceni vytihneme bilou kouli za
e tahu jsme vytahli kouli bilou.
Y Jev, Ze v i-tém tahu vyt i
: ahu vytahneme bilo i
podobnosti plyne, ze je B
b

e +b
a

POdOan v Situaci 1\'(1 j t O da 1 b O
. . ’ Y Jsme uz vy 1hli v { i
].0”11 VJ"tahner ) d El]filll V prvinim tallu l)ll()u l\' Uli, i il 1

a o ]

protoZe pro druhy ; : L
Ommateni P(Bo|BL) s K disposici pouze b ~ 1 biljch a o ternyeh kouli
. . Z1l1 pro d P " .
ného jevu B. : . PIO podminénou pravd, 7
2 za podminky vyskytu ndhodnélo Jevu 14351 Kefoiigbgﬁxs; ':ahOd_
' d

P(BiNBy) = bb6-1)
(@+b)(a+b-1)

takze nasi ing é
ze nasi podminénou pravdépodobnost miizeme vyjadrit jako

P(B2IBI) = E(_ﬁz_g@‘ O
1

P’fi vypotétu podminéné pravdépodobnosti P
chozi ’prositor elementarnich jevi Q na nahodny j
hodného jevu (mnoziny) 4 bereme v A
casti B.

(A|B) tedy omezujeme vy-
; Y jev (mnoZinu) B. Také z na-
Gvahu jen tu jeho ¢ast, ktera je sou-

Definice 2.1. Msgj L
.. - MeJme pravdépodob { 5
A spliiuje podminku P(B) > 0. POtomn;:;tcrll;ﬁf;t:;ru(Q,A, P), necht B €

nahodného jevu A za podminky nahodného jevu B deﬁsij‘ji‘;ié;ig()bn%t
(2.1) P(A|B) = P(An B)
P(B)

Scanne
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Definicni vztah (2.1) md za nésledck

P(ANB) = P(A|B)P(B).

ali, Ze je P(B) > 0. ProtoZze je viak AN B C B,
) = 0. Proto ma vztah (2.2) smysl i v piipadg,

(2.2)

V definici jsme predpoklad
jepro P(B) =0 také P(ANB

ze je P(B) = 0.
Vyraz na levé strané vztahu (2.2)

proto jej miizeme psat také jako

(2.3) P(AN B) = P(B|A)P(4).

je symetricky v obou ndhodnych jevech,

Porovnani pravych stran (2.2) a (2.3) vede k
(2.4) P(A|B)P(B) = P(B|4)P(4).

Definice 2.2. Mé&jme pravdépodobnostni prostor (2, 4,P). Rekneme, Ze

nahodné jevy A;, As, ... € A tvoii uplny systém jev, jestlize plati

(2.5) A;iNA; =0proi#j,

(2.6) Jdi=2

Elementarni jevy jsou také tiplnym systémem jevil, ziejmé tim nejjem-
néjsim, o jakém lze v dané uloze uvazovat.

Véta 2.1. (Vzorec pro tiplnou pravdépodobnost) Necht A;, Ao, ...
je Gplny systém jevii v pravdépodobnostnim prostoru (§2, A, P) takovy, ze
plati

(25 P(4;) >0, i=12...
Potom plati
(2.8) P(B) = > P(B]4:;)P(4).

i=1
D 1 k a z: UvaZovanou pravdépodobnost miizeme s pouzitim definice

iplného systému jevl postupné upravovat

P(B) = P(BNQ)

= P(BN G A;p)

i=1

2.1 Podminénd pravdépodobnost 29

g

(BN Ay)

I

gL

> P(BN4,).

1=1

1l

nebot nahodné jevy Bn 4, yBNA4,,.

; .. jsou nesluditelnd < ané tv 1
dostaneme pomoci (2.3). elné. Dokazované tvrzeni

g

Véta 2.2. (Bayestv vzorec) Necht 4, 4,

v pravdépodobnostnim prostoru (Q, A P) t ... Je uplny systém jevia

akovy, Ze plati

(2.9) P(A) >0, i=1,2,. . .

Jestlize je P(B) > 0, pak plati

P(B|4;)P(4;)

(451B) = PB4 J=b2--

(2.10)

D i k a z: Pomoci (2.4) mizeme pro zvolené j psat

P(4,|B) = %fﬁ‘

KdyZ do tohoto vztahu dosadime podle vzorce

B ro Uplnou pravds
dostaneme dokazované tvrzeni. 7 e pravdépodobnost,

]
Nésledujici priklady ukazuji, ze nékdy mize by

nénou pravdépodobnost od nepodminéné, Ze neni

pravdépodobnostni model pro Jejich vypocet.

t obtiZné rozeznat podmi-
vzdy snadné volit spravny

Priklad 2.2. Tenista ma prvé podani us
druhé s pravdépodobnosti 0,8. S jakou prav
dopusti dvojchyby?

E)vzn‘aéime—li U1, Us (N1, Na) ndhodné jevy spocivajici v (sp&iném (ne-
uspé$ném) prvém a druhém podéni, pak jedini spravna interpretace prav-
dépodobnosti, které se objevuji v zadani, vede k P(U,) = 0,6 P(b’-a]N}" )l =
0’,8, 1)1'({t0v2? zvySend pravdépodobnost Gspéchu v druhém p;)1£11511 j-e‘\'l\'\‘o—
lina pravé jen neuspéchem v pokuse prvém. Pravdépodobnost d\'ojcln'l;\' je
mozno nyni stanovit z definice podminéné pravdépodobnosti: o

peésné s pravdépodobnosti 0,6,
dépodobnosti p se tento tenista

P =P(NLN Ny} =P(N2|N))P(N;) =0,2-0,4 = 0,08.
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dépodobnostni prostor vlastné nasi tlohu .

Zeptejme se nyni, ktery prav nasl ul
prostor s mnozinou elementdrnich jevii Q

deluje. Pfirozenou odpovedi je T
{Uy, (N1,Us), (N1, Na)} s prifazenim pravdépodobnosti P(Uy) = 0,6,

P(Ny,Us) = P(Us|N1)P(N,) = 0,8-0,4 = 0,32,

P(Ny, Na) = p = 0,08. Vzhledem k pravidlim tenisové hry je ponckud nepj.
rozendé modelovat slozitéji pomoci mnoziny @ = {(U;,b"g),(Ul,f\'~_>),(./\'l,(,.'2)l
(N1, Na)}, piesto je to viak mo#né, a to pomoci piedstavy, ze tenista po.
ddva po druhé i v pripadé, ze byl v prvém poddni uspéSny. Musi tedy
bt P(ULU) = P(UJUY) - P(U1) = PUDP(UY) = 036 a P(U1,N2) =
P(NL|U)P(Uy) = P(Ny)P(Uy) = 0,4-0,6 = 0,24. O

Piiklad 2.3. Favority dostibu jsou koné ,a¢ a ,b“. Odbornici tipuji, ze
L% zvitezi s pravdépodobnosti 0,5, kin ,b“ s pravdépodobnosti 0,3. Kin
L ztratil na startu tolik, Ze je jiz jisté, ze nezvitézi. Jaka je nyni pravde-
podobnost p, ze zvitézi kan ,b*?

Budte A, B nihodné jevy, které oznacuji vitézstvi koné ,a®, resp. b,
Jedind spravna interpretace pravdépodobnosti p je
J P(BnA®) P(B) _03

= ¢y = = —'—’—=0,6,
p=PBIA) = =5 = pa) T 05

! protoze B € A¢, kdy vylou¢ime moznost mrtvého dostihu. O

j' Piiklad 2.d4. Skiiika ma tii zasuvky, v kazdé z nich jsou dvé mince,
' a to tak, Ze v jedné zasuvce jsou dvé zlaté, v dalsi zlatd a stfibrna a ve
zbyvajici zésuvee jsou dvé stiibrné mince. Nahodné otevieme jednu zdsuvku,
néhodné z ni vybereme minci: je stiibrna. Jaka je nyni pravdépodobnost p,
7e v oteviené zasuvce zistala zlata mince?
Naivni rychla odpovéd p = 1/2 je nespravna. Abychom pravdépodobnost
p interpretovali dobfe, jako pravdépodobnost podminénou, musime zvazit,
ze pokus ma dvé (nezavislé) nahodné fize: volba zdsuvky, volba mince. Je
tieba také (uméle) rozlisovat individualitu jak jednotlivych zasuvek, tak i
jednotlivych Sesti minci, aby nae konstrukce mnoziny elementdrnich jevi
opravilovala uziti klasického pravdépodobnostniho modelu. Polozime-li

Q = {(1,21), (1, Zg), (2: 23), (2, Sl): (3: 52)3 (31 33)}1
kde napfiklad (1, z2) oznaluje ten vysledek, ze byla oteviena prvni zdsuvka

a z ni vyfata druhd zlata mince, neni diivod preferovat néktery z Sesti uve-
denych vysledkl pfed ostatnimi a volba klasického modelu je oprdvnénd.

Scanne! By CamScanner
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znacime-li nyni jako Z 4 o
O\c: zistanc —/InJ"kU. Z nihoduy jey spotivajici v tom, Ze v oteviené z4
suvce zustane zlata gy v, i y L€V viene zia-
fené zasuvky byla 'Ivm(j & Jako S nihodny Jev spocivajici v tom, e z ote
v - P - é \.\l:lzvun ninee stiibrna, je ziejme p = P(Z ,;.' o f-
P(S) = ({(-utsl)-(3,33)‘(3‘53)}) =3 1 ; = P(Z|S). Protoze
G

. I T A =
je p = 3 a skute¢né nikoljy p=1
5.

i =5 PZNnS)=pP{(28))) =}

8

N "U]l i loti Alcapone, Babinsky a Cimr-

' § llx pouze dva, tuto dvojici Nz urcil los,

de sdélen az za svi

R sdeélen az za Gasvit, Aleapone se oklikou
ho z mych spoluvezir Ak, ze informovandho dozore
10 Z Spoluves ttery y

nol Lo A 51 'tll\‘/-ml, ktery bude Popraven! Dozorce je pravdomluvny
a-11 vice moznosti ¢ ‘Odo ol imeé . . ) l o

Lt xo e I odpovedet, volj Jmeno nahodne, Tento dozore vi

- Babinsky. Pred rozhovorem Vi ‘ e Ui

cdél Alcanone.
P AL Alcapone, ze bude
l)(’dol"l‘”’t" 2/3. Jaki je pravdépodobnost fel
s dozorcem? 1

\ .131}1Im’hu_cele této s‘mutné piihody pisobi dva nihodné Pultire las
odpoved dozorce. Odpovidajici prostor elementarnich jevi '(" c'l"x\ ) "'Uh .
= {(Ub’ Bl ("(:v c), (be,b), (be, )}, kde prva Wl“-‘..l(l“i(.p 'mmjm’:-( lll_llfflf.)/'tli()ll
50\';111):('11, druha pak odpoved dozorce, Prvé dva (‘l('lllf‘;l‘i" o .", ,:.\-(,Ul” vylo-
minJovan_y losem, proto je P(ab, b) = Plac,c) = L - Zl)’;\'q('lir(-lillri)i.\ yvjlhnu'(l(:tm:-’
také moznou nahodilost dozorcovy 0(11)0\'6(11, l;Sr'utr))j("Fg(I';(- g)ﬂ BETIJT??T

: e b) = e ¢) =

1.1 — 1 Oznaci i ni jako n
. . znacime-li ny k A na ] ai ]
= & yni je ¥ all()(hl}’ jev S[)()(_'l‘\'élji(fi v tOlIl, e AlC:l[)OIlC
S[)()Cl\'il_]l(fl AY t.()ﬂ], Ze (1OZ()[(_'()VH odpuvéd’

bude popraven a B nidhodny jev
zni ,Babinsky®, dostaneme p = P A|B) = 3, protoze B = {(ab, b), (be, b)) a
3. Vidime, Ze Alcapone

: (
ANB = {(ab )}, ti. P(B) = L 4 1 p(4 1) —
P(A4|B) = % a jevy A, B jsou (mozna

Priklad 2.5. Ve vozeni ocekay
man popravu. Popraveni by
verdikt kazdému z nich vial
snazi posoudit své ance
e zadd: Jmenuj jed-

popraven s pravda-
meme pyonyni, po rozhovorn

zadnou informaci neziskal, 7e PSA) Y
piekvapive) nezdvislé.

Modifikujme dozorcovo chovani tak, Ze ma-li vice moznosti jak od
védét, pak voli odpoved podle abecedy (a>b> ). Tin; se ovJS'emO ind
pravdépodobnosti jednotlivich elementirnich jevit: P(ab, b) _ P(ac Tegu
P(be,b) = %, P(be,c) = 0 a tudiz P(A|B) = ! W) = ,€) = =

3 £
< 5. Dozorcova informace j
v tomto piipadé podstatna. “ ormace je tedy

O

Tlustrujme nyni smysl a uzitetnost Bayesova vzorce.

Priklad 2.6. Deseti bilymi ¢ ¢ernymi koulemi byla urna naplnéna tak
ze bylo desetkrdt hozeho symetrickou minci. Padl-li rub (lic) mince b( lel
do urny vloZena bild (¢ernd) koule. Takto nihodné naplnéna urna je’zkgu-
ména pomoci pokusu, ktery spoéiva v tom, Ze z urny je postupné taZeno n
kouli, kai(.ié z nich je v3ak po zjisténi barvy do urny vracena. Vysledkem
ndiagnosy” je zjisténi, Ze viech n tazenych kouli ma bilou barvu. Znalost
stochastického mechanismu, ktery naplnil urnu, umoziuje ustanovit (apri-
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h hypoteéz Bo.... Bioo barevném slozeni
h hypotéz Bo, .-

g k) cernych kouli), O < k < 10. Pro- Ay = D" a pro snazsi Citelnost vyslednyeh vztahit B = P, BC = N, dosta-

orni) pravdépodobnosti je

10V 910 [} hilveh a (10 il . 3 me podle Bavesov.. vroree

vedor P(IUL) (A‘ )'znl‘ ]n:fn"i'ila:‘l\:l!:l%li informaci — zjisteéni, 2¢ [:”-‘;"": “‘ll’h:uii‘tlll:l‘\ e el o o
‘edeni ag S VSaAK a o ) . i ‘b ‘ch. ( -
.\t d “;lu)( “HHY‘AH l Gef v tom, ze veech tazenych kouli bylo bry' f P(PID) P(D)
Jev B spodivaqer votont, ’i bt P(B,|B™), 0 < k< 10, tuto mfor- (2.11) P(D|P) = TR TR -

‘ ‘ ¢ avde 0 t - : ) ) N 1yey . =
nend (.'l])l).‘itl'llilllll) !).]q\qllvl“( ”,,:'I-:fn pomoci Bayesova vzorce. Oznacime-li P(P|D)-P(D) + P(P|D¢<) - P(D*)
maci n-s[u-]ctnjl A muzeme je sp ‘ (2.19) 0,999 0,1

P = P(B1o)B™M), pak 0999 0,1 + 0,01 - 0.9

910 1 (2.13) 0917 355
P(Byo)P(B'"™[Bi) _ 2 m—— )

() _

R n f(_l A n
Pwo = o iﬁ: 10 =10 f‘r Z (“') ({ ) a podobne pro pravdépodobnost, ze negativie reagujict osoba je opravdu
ZP(H;.)P(”(”'I“L] (/_. - 10 k 10 zdrava

k=0
k=0 k=0

] ”Pt.\'\l)’ ) - P(D"Y) )
P(N|De)-P(D°) + P(N|D)-P(D)
. 0,99 -0,9

10 I P
io no 10 g0 10 — = 15 (2.15) T
10\ [ & 10 ( ) ¢ ( e”10 = (l+e10) ", 0,99-0.9 4 0,001 -0.1
~) = =] B .
: Z(A) (m) ?—;,(/- 10 AZU A

(2.16) ~ 0,999 888,
h=0

, e 1l (2.14 P(D*|N
protoze By, . .., B,o je aplny systém jevit. Jelikoz ) (D°|N)

jistuj jak j i ocekavali, ze limy, -~ P'|'r;) = 1, tj. Ze aposteriorni Ovérte si, ze pri apriorni pravdépodobnosti nemoci pouhé 1 % klesne pravde-
zjistujeme, jak jsme asi ocekKavall, 7 - J. 2 PR : riorn i ' avd
’-“"“‘il‘ll 1 Jl : ‘lt 7(“91'1 bilé urny* pii trvalém vytahovini bilé koule je podobnost, ze pozitivné reagujici je skutecné nemocny, na hodnotu 0,502 262,
B ik ronra fad | Wi ] -avdepodobnosti o7 R o ativind renmiiief 1o slkuleing adravt. varoste
] : (a . ave v pravdepodobnosti kdezto pravdépodobnost, ze negativné reagujici je skutecné zdravy, vzroste
asy oticky rovni abulka 2.1 udava hodnoty | e ‘
| asymptoticky rovna jedné. Ta

’ 5 C na hodnotu 0,999 990. O
\ p&'(;' pro nékteré pocty tahu n. 9

Priklad 2.8. O misto sekretarky se postupné uchazi n divek. Kdyby mél

[n 10 20 30 10 50 60 80 luqu personalni feditel, ktery o prijeti rozhoduje, moznost posuzovat schopnosti

[277 [ 0.0702 | 0,35233 | 0,6746 | 0,8667 | 0.9504 | 0,0823 | 0.9978 | 0.9997 |
10 L - 2

uchazecek simultanneé, dokdzal by tuto skupinu uspofadat, a to od nejméné
vhodné uchazecky se jménem® 1, pies jen o malo vhodnéjéi divku 2 az po
divku nejschopnéjsi, se jménem n. Divky se viak o misto uchazeji postupné

Tabulka 2.1: Pravdépodobnost, Zze urna obsahuje prave 10 bilych kouli

v nahodném poradi i;...., in, odmitnutd uchazecka se jiz nikdy o misto

znovu neuchazi. Jednou z moznosti, jak se v této situaci chovat pii v¥béru

Nasledujici dvé ulohy ukézi, ze aparat podminénych pravdépodobnosti racionalné (nechceme-li se spolehnout na zkusenost a intuici personalniho
nebyl vytvofen pouze k feSeni hravych iloh o tenise, dostizich atd.. ze je reditele) spociva v nasledujicim postupu: Je zvolena strategie s, 1 < s <n,
take schopen fesit i vazné aplikované ulohy. kterd je definovana tak, ze kandidatky i;,...,i,_; jsou odmitnuty a piijata
je prva divka mezi 74,1541, .. ., in, ktera je vhodnéjsi, nez viechny predchozi,

Priklad 2.7. Diive, nez propukne nemoc D, lze jeji latentni existenci
odhalit biologickym testem. Bohuzel, toto zjisténi neni zcela jednoznacné.
U skryté nemocné osoby je test pozitivni s pravdépodobnosti 0,999, u zdravé
osoby pouze s pravdépodobnosti 0,01. Test tedy onemocnéni nemusi odhalit,
na druhé strané muaze vyvolat falesny poplach. Predpokliddame, ze sledova-
nou nemoc ma 10 % vysetfované populace. Zajimame se o pravdépodobnost,
ze osoba s pozitivnim testem ma skutecné nemoc D. Zvolime-li 4, = D,

'
}JI nicu vy waliliovatiiici

tj. Je prijata divka iy, kde kg = min{k > s,1; > 11,42, ..,44—1}. Tento
postup ma viak svd uskali. Nejen, ze nemusi byt vybrana nejlepsi uchazecka
n, mize se také dokonce stat, ze neni vybrana uchazecka zadna: to prave
tehdy, kdyz se divka n ndhodné ocitne mezi uchazeckami iy,...,i,_,. Jak
nyni zvolit strategii s, aby byla maximalizovana pravdépodobnost pls,n)
toho, 7e pii strategii s je vybrina nejlepsi divka n. Je tieba mit také pod
kontrolou pravdépodobnost g(s,n) toho, ze procedura skonc¢i bez vybrane
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L ¢(1,n) = 0. Pri volbé n =3 a

kandiddtky. Samozicjmé plati p(1,n) = 3 ‘ ki
: sl lich prichodu kandidatek

g = 2 jsou pii jednotlivych nahodnych porac

123 132 213 231 312 321
oy 31 9y =2=1
vybriiny podtrzendé divky. Je tedy p(2, )=5=13 q(2,3) i=y o
Pocitejme nyni pravdépodobnosti obeené pro s > 1. ()zn:n(;l_tvuv—p jako Ay
ndhodny jev spocivajici v tom, ze nejschopnéjdi kandiddtka prisla jako k-ta,

1j. ir = n, pak

(n-1)! s-1

s—1 s—1
ﬂmmzp(Lyu)=Z}u“=ﬁau—7?—: =
A=1

k=1
Oznacime-li jako B nihodny jev popisujici situaci, ze uchazecka n je vybrana,

pak P(B|d;)=0prol <k <s—1a

n=1)(g - 1)(k-2)!(n—-k)! s-1
P(B|Ax) = =)t (n—1)! =1

pro s < k < n. Zdivodnéni je prosté: za predpokladu A (na mnozing
elementarnich jevii A;) dochdzi k optimdlnimu vybéru B prave tehdy, kdyz
nejlepsi uchazecka mezi iy, . . ., ix—1 je odmitnuta, tj. pravé tehdy, kdyz ji na-
lézame mezi uchazeékami iy,...,4s—1. Vzorec pro uplnou pravdépodobnost
pak nag vypocet privadi k zdvéru:

n—1

> 5

k=s—1

1< s—1 s-1

p(s,n) = P(B) = Z P(Ax)P(B|4dk) = i k-1 n
k=s

k=s

Protoze posloupnost p(1,n), p(2,n),...,p(n,n) je jednovrcholova (dokazte!),
je optimdlni strategie s* = s*(n), p(s*,n) = max p(s,n), ddna jako feSeni
<s<n

nerovnosti
p(s* = 1,n) < p(s™,n) 2 p(s* + 1,n)
=4
1 1 1 1 1 1 1
- +...+ <1 - _
s: S"f"]. n_l— -—St_l S* S*+1+ +n-_1

Eulertv vzorec pro ¢astecné soucty harmonické fady

el S

N
D 7 =c+In(N)+O(N7!) pii N - oo,
k=1

92 Nezdvislost nahodnych jevi

kde ¢ = 0,577215 (viz [7, odst. 368, vzorec (€))))

: umoznuje piiblizny vypode
(I"""S”“St roste s poctem uchazecek n) G Y vpotel

plam)z 2 (B2 Ly s s
n 5—=2 n 9 .

&

Optimélni hodnota podilu s/n je tedy

! ! : o ey T o
asymptoticky urcena jako bod x4 € (0,1), 3 32 :;(:“(')Z;) :_l,(;';;)
ve kterém funkce f(x) = —zIn(x) nabyvi 14 2 | 04583 | 02500
: TP - i . . i U
maxima, tj. 2o = e~ = 0,3679. Jelikoz 5 31 0,333 | 0,1000
f((fﬂl) = ¢!, prichdzime k zaveéru, 7e ég ; u,.:&usz U":“,)UO
#(n) =ne”t, p(st(n),n) =e ! a it il
st (n , ; 2T 50 | 19 | 03743 | 0,3600
. 1 100 38 | 0,3710 0,3700
alsmm) = ol 500 | 185 | 0,3685 | 0,3680
, ;s =G 1000 | 369 | 03682 | 0,3680

Piesnéjii analyzou lze dokazat Tabulka 2.2: Ukazky pravdé-

¥ podobnosti fispésného vybrani
. _ _.1 - 24 & ” w ’
ull_lggc = = e, nejlepsi a  nevybrani zadné
_ . i uchazecky
lim p(s™(n),n) = e,
n—o0
Tabulka 2.2 ilustruje nase piedchozi ivahy numericky. O

Uéinme jesté jednu velmi dileZitou pozndmku. Podminénou pravdépo-
dobnost P(B[Ax) jsme v poslednim piikladu pocitali jako (nepodminénou)
pravdépodobnost nahodného jevu BN A4, v modelu klasického pravdépodob-
nostniho prostoru s mnozinou elementdrnich jevit A;. Tento v poétu prav-
dépodobnosti velmi obvykly postup odrazi jednoduché rozdifeni zlomku:

|B N A
IBNnAd _ ]9]

Al Al
|9

kde © je zakladni prostor elementarnich jevil pro nadi tlohu, tj. prostor
permutaci fadu n.

2.2 Nezavislost ndhodnych jeva

Bude prirozené fikat, Ze ndhodny jev A nezdvisi na ndhodném jevu B, jestlize
plati soucasné
(2.17) P(4) = P(A|B), P(4) =P(4|B°).
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it smysl, jen kdyZ je 0 < P(B) < 1. Pouzijeme-li definici

Uvedend vztahy ma _ ok A ETN
eme ckvivalentni vyjadreni

podminéné pravdépodobnosti, dostan

(2.18) P(AP(B) =P(AN B)

a )
(2.19) P(A)(1 - P(B)) =P(4N Br)
Protoze je ANDBC = AN(-B)=A-AnBa AN B c A, miazeme posledni
rovnici upravit na
(2.20) P(4) - P(4)P(B) = P(4) - P(ANDB),
; coz je vztah ckvivalentni s (2.18). Viimnéme si, ze v tomto vztahu vystupuji
ndhodné jevy A a B symetricky, ze tedy jde o symetricky vztah mezi nimi.
' Ke vztahu (2.18) dojdeme, i kdyZz je P(B) = 0 ncho P(B) = 1. Proto budeme
pouzivat nasledujici definici.
Definice 2.3. Méjme pravdépodobnostni prostor (2, A, P). Nahodné
jevy A a B se nazyvaji nezavislé, kdyz plati
P(AnN B) = P(4)P(B).
se nazyvaji nezavislé, jestlize pro kazdé kb € N a

Ndhodné jevy Ay, da,. ..
pro kazdou k-tici ndhodnych jevi Ay« « 5 Aiy, plati

P(A;;)

k k
=1

P(() 4y) =

1=1 J

Nahodné jevy Aj, As,. .. se nazyvaji po dvou nezavislé, jestlize kazdé dva
z nich jsou nezavislé.

Na rozdil od nesluitelnosti nahodnych jevi, coZ je mnozinovy pojem,

nelze pojem nezavislosti nahodnych jevi definovat bez zavedeni pravdépo-

dobnosti.
Piiklad 2.9. V urné jsou ¢ listky oznaCené po fadé 000, 110, 101, 011.
Uvazujme pro ¢ = 1,2, 3 ndhodné jevy

A4; = {ndhodné vytazeny listek ma na i-tém misté 1}.
Snadno se zjisti, Ze plati

P(A1) = P(4s) = P(s) = 5,

Nezivislost nahodnych jevi

v
L]

P(:lg ﬂ.'lg) = P(.'ll ( .-1;;) = P(l_l 1.'1-;) = l
. ‘l’
P(-ll n .-13 [ 13) =0,

takze ndhodné jevy Ay, Aa, Ay jsou po dvou nezdvisle
- ) )

ale nejsou nezdvislé,

O

t odome dve diilledita vlactnmnet: o
Uvedeme dvé dilezité vlastnosti spojené s pojmem nezavislost

sta 2.3. Necht Ay, A ] ivislé

Vita ht Ay, As,..., A, jsou nezdvislé nahodné jevy. Pak

(a) Libovolnd posloupnost typu Ay, 4y, ..., 4, kde i, = Ay nebo 4, =

A¢. je posloupnost nezévislych na ety T e
; yeh ndhodnych jevi.

(b) Plati

T,
~
=
e
2
S———
I
—
|
=
|
-
2
=

D 1 k a z: Pro ovéfeni (a) staci prokdzat implikaci

ERE R fenadll S o S

A1, Az jsou nezavislé = A4, A5 jsou nezavislé

a ddle pak postupovat uzitim matematické indukce. Plati viak P(A; N .AS) =
P(A1 — A1 NA2) = P(41) = P(A)P(Ay) = P(A,)(1 - P(A2)) = P(A;)P(A3).

Tvrzeni (b) plyne z de Morganovy formule a z tvrzeni (a) nisledovné:

() (3) (3o

0l

Vzorec (b) ukazuje, jak propastny rozdil je mezi pojmy neslucitelné na-
hodné jevy a nezdvislé ndhodné jevy. Pro nesluéitelné jevy Ay,..., A, plati
P (Uf_y Ar) = 2052, P(AR)!

Piiklad 2.10. Navazeme na priklad 2.1 s urnou, ktera obsahuje a kouli
gernych a b kouli bilych. Postupné vytdhneme dvé koule. Nahodny jev A;
spodiva ve vytazeni cerné koule v i-tém tahu, B; spocivd ve vytazeni bilé
koule v i-tém tahu. Ziejmé je 4; = Bf, i = 1,2. Ddle rozli§ime dvé razné
situace podle toho, zda se koule vytazend v prvnim tahu do urny vrati ci
nikoliv.

(a) Predpokladejme, Ze prvni vytazend koule se pfed druhym tahem vraci.
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(A, B ), (B 1,), (B B,) jsou dvojicemi nezavis-
Ay, 02 ekl $

plati napriklad
ab
P(zl] nh,) = —(_(:?}.—[;F
ala+b) (a+ b)b
= (a+b)?(a+b)?

Potom dvojice (A1, As), I
Iych nédhodnych jevii, nebot

P(.“h)P(B?)-

kouli vytazenou v prvnim tahu pred drubym
\ozina ) obsahuje celkem 12 = (a +

(b) Predpoklidejme nyni, #¢
evil. Plati napriklad

tahem do urny nevracime. Potom mr mkpsai

b)(a -+ b — 1) stejné pravdépodobnych elementdrnich j
B ab

- ) = —

PN D) = e+ b- 1)

kdezto
ala+b-1) ab+b(b—1)
PAIP(B) = iga+b-1) (@t b)a+b-1)
a b
T atbatd
takze ndhodné jevy A, a Bz nejsou nezdvislé. Totéz plati nutné o dvojicich
nahodnych jevtt (Ay, Az = BS), (B = A{, B2), (B1 = A§, As). O

Piiklad 2.11. Uvazme pokus, ktery md dva mozné vysledky: zdar Z
s pravdépodobnosti 1/2 + ¢, nezdar N s pravdépodobnosti 1/2 — & (e >0).
Pokus dvakrat nezavisle opakujeme. Pokuste se odhadnout, ktery z nahod-
nych jevi 4 = {(Z,Z),(N,N)}, B ={(Z,N),(N,Z)} je pravdépodobnéjsi.
Piesnd odpovéd je ddna nasledujici avahou: Je-li Z; resp. N;, ¢+ = 1,2, na-
hodny jev spo@ivajici ve zdaru resp. nezdaru i-tého pokusu, musi byt na-
hodné jevy Z;, Z» modelovany jako nezavislé s P(Z,) = P(Z2) = 1/2 + €.
Podle tvrzeni (a) ve vété 2.3 plati

P(A) = P(Z] n Z'_)) + P(N1 n j\rz)

9

L) +(1oe)” = Lige
1 & i 1

- =2 = 2|= .

; (2+9) (G-

P(ZiNN2)+P(NinZy) = PB). O

v

y CamScanner

23 cvicen!

piikla
, rpillf‘éi z
;e stejno!
oho, ze O

J(\-]i -'l:'
1

formulace |

bvodem prochazi proud.
pt
) = L. Proto je

p = PANA2nd3)u(din 450 4))
= P (N{di) +P(nfA;) - P (NSA,)

G -

B

1 2 3

jc\.y S et

4 5 6
Ao LS

Obrazek 2.1: Schéma elektrického obvodu

2.3 Cviceni

39

d 2-12: E}oktncky Ol{"Od Je ndhodné pierusovan $esti nezivislymi
apojenymi podle schématu na obrizku 2.1. Kazdy z vypinaci je
1)1'21\'(1L'PUdo}’”“’*1 vypnut nebo zapnut. Uréete pravdépodobnost

nihodny jev, ktery spodiva v tom, ze vypinaé i je sepnut, pak
lohy vyvolavi predpoklad, ze Ay, ... 45 json nezdvislé nahodné

2.1. Necht plati P(4) = 0,3, P(B) = 0,4, P(AU B) = 0,6. Spoitejte podmi-
néné pravdépodobnosti P(A|B) a P(B|A) a rozhodnéte o zavislosti ¢i nezavislosti

nahodnych jevi A, B.

2.2. Ndihodné jevy A, B,C jsou nezédvislé a maji stejnou pravdépodobnost

rovnou 0,1. Urcete P(AUBUCQ).

2.3. Nahodné jevy A, B splinji P(B|4) = 0,216, P(4) = 0,9, P(B) = 0,25.

Urcete P(4|B) a P(A — B).

2.4. Hazime dvéma hracimi kostkami. Jev A znamend, ze na modré kostce
padlo liché &islo, jev B znamen4, Ze na zelené kostce padlo sudé &islo, jev C zna-
mend, ze souet obou &isel je lichy. Jsou ndhodné jevy A, B,C nezdvislé? Jsou

nahodné jevy A, B, C po dvou nezdvislé?
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2.5. Primérnd 90 % vyrobku odpovida pozadavkiim normy. Pozadavkim zjed-
nodugené zkoudky vyhovi standardni vyrobek s pravdépodobnosti 0,95, kdezto ne-
standardni v¥robek s pravdépodobnosti 0,20. § jakou pravdépodobnosti vyrobek,
ktery nspéiné prosel zjednoduSenou zkouskou, splije také pozadavky normy (jé
standardni)? S jakou pra\'dépodobnosti je vyrobek, ktery neprodel zjednodudenoy

zkouskou, neni standardni?

2.6. Otec chee povzbudit synovu zalibu (hrdt tenis), proto nabidl hodnotny
dar v pfipad¢, Ze syn zvitdzi aspoil ve dvou po sabé jdoucich tenisovych utkanich.
Syn si miize vybrat ze dvou moznych strategii: hrit postupné s panem Novakem,
s otcem a s panem Noviikem (strategic A) nebo s otcem, s panem Novikem a
s otcem (strategic B). Kterou strategii si vtipny syn zvoli, kdyz vi, Ze pan Novik
hraje podstatn@ lépe nez jeho otec?

| 2.7. Dva korektofi ¢etli nezdvisle na sobé stejny text. Prvni z nich objevi]
celkem a tiskovyech chyb, druhy celkem b tiskovych chyb, z nichz ¢ objevil také
prvni korektor. Odhadnéte, kolik neodhalenych chyb v rukopisu jesté zistalo.

| 2.8. Dva stejné silni hraci hraji opakované partie hry, v niz neni mozny neroz-
hodny vysledek. Rozhodnéte, zda je pravdépodobnéjsi, aby hrd¢ A vyhral prave
tii partie ze ¢ty nebo aby vyhrdl pravé pét partii z osmi. Jak se toto porovnani
zméni, zadame-li, aby vyhral aspon tfi resp. pét partii?

T T G

lx\-. %
canne Yy CamScanner i

41
N Nékteré klasické modely

nacnd cast aloh kombinatorické pravde .

Z " roces m tahil z urny, kters Pl dq.mdd’“os“ mize byt modelovs

jako proce ¥, kterd obsahuje Af rozlisitelnych koul o
clnych kouli.

ombinatorické pojmy a oznaceni js ity e
e Jsou shrnuty v dodatky A1

3.1 Vybér s vracenim

yyber s vracenim je provadeén tak, Ze po kazdém tahu je vybrana koul
s NI : SraT : AL Lol il
cena do urny. Vysledek tohoto experimenty J€ popsan seznamem (l o
" souli . ] : s i g o g
tazenych /lxouh_ 9(1 S a;i < M). Definice prostoru visledki (wperin’mnt; 0
podstatnym zpisobem zdvisi na tom, zda ku prikladu povainjeme vy li 111
| L . 8 7 g gt oyl O ; vysledky
3, B, , : 4 7 ti. n / e LI 14
213 1a 1_V , _1. za Hlle(‘.(l nikoliv, tj. zda nas zajimé pofadi, v jakém
1 pog e 3 i = ok N ‘ .
byly lcoule taz,(‘rny Ci §L spokojujeme pouze se zjisténim kolikrat byla ktera
koule tazena. V prvnim pripadé je SR

(1 = (M)" = [posloupnosti prvki mnoziny {1,. .y M} o délce m)

|0 = M™ a niahodny experiment se nazjvi uspofadany vybér s vra-
cenim. Jisté snadno nahlédneme, Zze neni divod preferovat néktery takto
definovany vysledek experimentu pfed ostatnimi. Tento nahodny pokus tﬁu
diz modelujeme jako klasicky pravdépodobnostni prostor s mnoiinou. vy-
sledkit Q. V druhém piipadé, kdy nés zajimaji cetnosti (ndsobnosti) vytaze-
nych kouli, jsou vysledky 4, 1,2, 1 a 1, 4, 2, 1 dostatecnd popsany posloup-
nosti 1, 1, 2, 4 (koule 1 byla tazena dvakrit, dile byly tazeny koule 2 a 4).
Obecné je v tomto pripadé mnozina vysledki definovina jako

Q= C'(M,m) = [neklesajici posloupnosti prvkd mnoZziny
{1,2,..., M} o délce m],

AM-14+m
1= ( )
m

a nahodny experiment se nazyva neuspoiadany vybér s vracenim. Je
velmi dilezité si uvédomit, ze neuspofadané vybéry C'(M/, m) definuji roz-
klad mnoziny v uspofadanych vyberd (M)™ do (Mrm=1) gasti (dve po-
sloupnosti z '(M)'" se nalézaji v jedné ¢asti rozkladu pravé tehdy, kdyz je lze
pierovnat do stejné neklesajici posloupnosti z C' (M, m)). Je viak ziejmé, ze
jednotlivé ¢asti rozkladu jsou riizné pocetné. Uvazme napiiklad neuspora-
dany vybeér 1, 1, 1, 1, kterému odpovida jediny vybér uspotadany, tj. opét 1,
1, 1, 1. Uvéazime-li viak neuspoiadany vybér 1, 1, 2, 4, zjistime, ze k nému

tj. (viz (A3))
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o ey, o ae vhert uspofddanych. Neusporadany vyber ¢ .. b b ..
findlezi 41/2! = 12 vybéru u P Lo . Vrace. ofadany vybér bez vraceni ie . ..
Eim nemdz’e/ tedy byt modelovan jako klasicky pravdépodobnosty; proSt((:r Neusp Je ndhodny pokus s mnozinou
na mnozing Q = C'(M,m)- Nemém.e Jou n']o’znOSt~nez vdEﬁnovat Pravdg. Q= C(M,m) = [podmnoziny v {1,2, y-++, M} s mohutnosti m]
podobnost neusporadaného vybéru jako kl’asml\?uvp}avdepodobnost odpo. )
vidajici casti rozkladu mnoZiny usporadanj\'ch vybeéru: neuspofédan)" Viber tj.
Ize jednoznacné charakterizovat celoms'e]ny‘m \elxg?rem (my,. .. 07), ko 0] = (M)
0 < m; < m je pocet taht kou.Ie 1< ,S M ’(lei:{lnz,' n: m). Oznaﬁl'me-]i m
jako Rmy,.,my C (M)" mnoZinu uspofddanych vibérd, kde koule ; byla Usporddany vybér odpovidd potiebé sledovat nejen identitu, ale i pofadi
tazena m;-krat, pak tazenych kouli, neuspofddany vybér poskytuje pouze informaci o tom, které
mY\ fm —m mas m! koule byly ‘tai,eny. AY I)i'ipade uspofé’daného vybéru je nepochybné spravny
[Rmyeomael = ( ) ( ) ( ) = 1 : , model klasického pravdgpodobnogtmho modelu. Uvdzime-li, ze kazdy neu-
e mi ma mat Tpmnas - -yl leofeidaIl}" vybér (mnozina v C(M,m)) lze pravé m! zpusoby permutovat
. do vybéru uspofddaného, vidime, Ze neusporddané vybéry reprezentuji roz-
u- m! klad mnoziny uspordadanych vybéri do (]‘7{) ¢asti, z nichz kazdd ma prave m!
P(Rmy...mnt) = — ”rﬂ["”_ prvki. Na rozdil od \'3"bér'u bez vraceni plati, ze klasicky pravdépodobnostni
1:M2: ] prostor je spravny model jak pro uspoiddany, tak i pro neusporddany vibér
f Pravdépodobnosti bez vracent.
b Rekapitulaci uvadi tabulka 3.1.
i ml B M
il (3-1) Py, ccomar = mﬂf ", 0<my <M, Z mi =m h_’ Vybér s vracenim
il B i=1 E— usporadany neusporadany
definuji pravdépodobnostni prostor s mnoZinou elementdrnich jevy  — Q posio:xpn{()lst-; delic;’} " neki{eﬂsajl?lp;sloup‘r}o}stl uplly 2
Eands T 5 : ol Y prvku v 11,2,...,1 prvku v {1,2,...,/
i C'(M,m), ktery spravné modeluje pokus, ktery jsme nazvali neusporadany =) g A Py iz (3.1)

vybér s vracenim.
Oba vybéry s vracenim budou pfipomenuty v odst. 3.3 a 3.4 v souvis-
losti se dvéma modely rozmisténi ¢istic ve fyzikalnim prostoru (Maxwellfv-

Vybér bez vraceni
T uspoiadany neuspofadany
délky m | podmnoziny v {1,2,...,M}

i Boltzmanniv, Bosetv-Einsteintv). Q | posloupnosti
: vrvka v {1,2,..., M} bez | o mohutnosti m
H 3.2 Vybér bez vraceni{ opakovéni T
) : . M —m)! M\~
! Pl’edPOkladfzgme, ze je m < M a Ze vytaZené koule nejsou do urny vraceny. p(w) : M! m
l I v tomto piipadé uvazujme opét dvé definice vysledku pokusu: ‘

Uspofiadany vybér bez vraceni je ndhodny pokus s mnoZinou i

Tabulka 3.1: Porovnéni vybéru bez vraceni s vybérem s vracenim
Q=V(M,m) = [posloupnosti prvki mnoziny {1,2,... 1/}
bez opakovani o délce m],

. _ 3.3 Maxwelliiv-Boltzmannav model
| 19| My M! Uvazujme 7 ¢astic, z nichz kazdd je prive v jedné z n piihridek. Piedpokla-
3 =1 m! = U\_f——m)' dame, ze

\

VS - e —— ‘ S —
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4 3. NEKTERE KLASICKE MODELy

1. Cistice jsou rozlisitelné.
9. Pro kazdou ¢astici umime uréit piihrddku, v niz je ¢astice umistang

3. Stav systému lze udat tak, ze pro kazdou castici uddme prihradky,
v niz je ¢dstice umisténa.

4. Viechny stavy jsou stejné pravdépodobné.

Uvedené piedpoklady umozhuji pouzit klasicky pravdépodobnostni pyo-
stor s elementarnimi jevy tvaru

w=(S1,-..,50),

kde kazdé z celych &isel s;,1 < j < r, nabyva nékteré z hodnot L,...,n.
Elementarni jev je tedy totoiny s vektorem ,adres” jednotlivi-ch ¢astic, ndg4.
vajicich jejich umisténi. Takovychto uspofddanych n-tic je celkem |Q] = 5~
(r prvkové variace z n prvki s opakovdnim).

Zamyslime-li se, jakym ndhodnym pokusem lze Maxwellovo-Boltzinanno-
vo rozmisténi realizovat, nabizi se model, ktery jsme nazvali usporadany
vybér s vracenims M =nam=r. 2 urny r krat vytdhneme s vracenim
prihradku, do pfihradky tazené jako i-té v pofadi zafadime predmet i o jisté
obdrzime rozmisténi, jehoz stochasticka konstrukce spliuje pozadavky 1-4.

Uvézime nyni ndhodné veli¢iny K),..., K,, které oznacuji pocet pred-
métld v prihradkich 1,2,...,n. Nalezneme rozdéleni nahodné veliciny

(ostatni veli¢iny Ko, ..., K, maji ziejmé stejnd rozdéleni pravdépodobnosti)
Plati

r

=1 = (1) o - 1,

kde prvni ¢initel na pravé strané urCuje pocet zplisobii, kolikrat Ize vybrat
k ¢astic do sledované prihrddky, druhy ¢initel udava pocet zplsobii, kolikrit
lze rozmistit ostatni ¢dstice ve zbyvajicich piihradkach. Je tedy

— 1\r—k
Pk = P[K] = kJ = (;;) (n 1) ]
nr

] Nyni vysetfime asymptotické chovini této pravdépodobnosti v piipadé,
e s rostoucim n roste také pocet predméti r,, tak, Ze v limité je pramdérny
pocet piedméti pfipadajicich na jednu pfihradku stabiln:

3 T,
lim -2 =\,
n—oo 1
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pomoci elementdrniho kalkulu dostaneme pro % = 0,1,...

. = lim pi
Pk n_’mpl,n,r

— 1)k
= lim (T") (n—1)
n—oo \ k N

= lim Pa(rtn = 1) (rn =k + ) % (1 1)r“

n—o0 (TL _ 1)!; - ;
/\k . r_r;._ T
= ﬂ)ﬂ‘;@( “;)
e,
(32) Y

Snadno lze overit, ze plati Y reoPr = 1, takze mizeme definovat prostor
elementdrnich jevit €p = {0,1,...} s pravdépodobnostmi py jednotlivych
elementarnich jevi.
Vyznam tohoto limitniho pfechodu spoéiva
¢ tom, ze jsou-li n,r velkd piirozena Cisla, A = r/n,
pak 1ze pravdépodobnost P[Ky = k] = pg ., apro-
ximovat pravdépodobnosti pi = Me=? k! Presnost
této aproximace doklada tabulka 3.2 potitand pro
r = 500 an = 365 (A = 500/365). (Tato tabulka
udava napiiklad pravdépodobnost toho, ze ve sk}?lpiné
b nema nikdo narozeniny 2. inora, je pfiblizné
fg\(?nO:OO,?éBT.) Pomoci binomické véty (po nahradé Tillb}llkav‘&?:’ Porox:—
. — k — 1) snadno stanovime spole¢nou stfedni hod- nam 1P€‘35n’3_ prav-
notu nahodnych velicin Ky, ..., Kyt dépodobnosti pgn,r

s jejl aproximaci pg
r r 1 k 1 r—k
e - £ G 6-)

k=0

¢ BN s T, AN 1_1 i~y -
~ j n n n

4=0

Ph.n,r e |
0,2537 | 0,2541
0,3184 | 03481
0,2388 | 0,2383
0,1089 | 0,1089
0,0372 | 0,0373
0,0101 | 0,0102
0,0023 | 0,0023

S W= 2

(pramérny pocet piedméti na jednu pfihrdglku?. Na;zros?o steszj'm {z;{ﬁsct-
bem jako v odstavci 3.1 vySetiime nym: ..sdru.zve.ne 1'_ozdclem_pm\‘depoL"o mfm-:
ti“ (podrobnéji v 5. kapitole) ndhodnych veli¢in Ky, S K,,. Pro nezipornd
cela &isla ry, ...,y takovd, zem + ...+ T =1, plati

Drioiata — P[A-l =B gy 22 i‘,,]
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T T'—T‘l\)(r"'rl—‘ri). _(Tn)
n (r,) T T3 n

protoze rozmisténi [K1 =71, L Kn= ) je jednoznacné urceno nékterym
rozkladem mnoziny (r) na ¢asti (r1),-- - (Tn)- o

Resme nyni dalsi alohu, uréit pravdépodobnost ¢ toho, ze existuje prdzdng
prihradka. Oznadime-li

B; = {i-t4 piihradka je prazdna},

q:p(ggi)

Pozor, ndhodné jevy Bi,...,Ba nejsou neslucitelné. Pouzijeme-li opét pi-
vodni pravdépodobnostni prostor 1, dostaneme snadno

pak je

— T
P(Bi) = @?—1)—, i=1,...,m
-2) s om s
P(BIHBJ) = ‘(n—n_T_)-w 27(:.71 )= 11"‘3”1
1
P(Blntﬂ"‘ﬂBn_]_) = 'n_,,n
P(B,n---NB) = 0.

Pouzijeme-li (1.15) z véty 1.1, dostaneme postupné
n
q = Z;P(B,) = ZZ,‘.(J'P(BE N BJ)
ORI LELLEES
n 1\" (n 2\"  (n e
Q6 B0
n n—1\"
s (=1)" = )
() (-5

Podle [16] popisuje Maxwelliiv-Boltzmanntv model chovani soustav molekul
plynil.
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3.4 Boseuv-Einsteintiv model

opét uvazujme r ¢astic, z nichz kazda je prave v

jedné fihra y
poklédéme, e Jedne z n piihradek. Pied-

1. Castice jsou nerozlisitelné.

9. Pro kazdou prihradku znédme pocet &stic, které jsou v ni umistény
3. Stav systému je urcen poCty éastic v jednotlivich piihradkach

4. Viechny stavy jsou stejné pravdépodobné.

st muzeme pouzit klasicky rdé 1 - -
Opét mi? PUuZL: SLASIcky” Pray Flgpcdobnostm prostor, tentokrat se
stejné pravdépodobnymi elementarnimi jevy

w=(r,..,1),

kde kazdé z &isel v, = 1,...,m, udavajici pocet Cislic v j-té piihradce,
muze nabyvat nezaporne celotiselné hodnoty tak, ze plati Y, ,ri = r

- 3 . 2’ w ’ . te '
Ekvivalentnt 1ze Boseovo-Einsteinovo rozmisténi popsat jako neklesajici po-
sloupnost détky 7 prvk mnoziny {1,2,...,n}, ktera je elementarnimu jevu

i 2= (riigsosn g rn) jednoznacné piifazena nasledovné:
11...1 22.:.2 nn...n.
— —_— S i’

r, — krdt 7o — krét rp — krat

r+n-—1 r+n—1
12| = = .
r n—1
7e Boscova-Einsteinova rozmisténi tvoii stejnou mnoZinu
elementarnich jevi jako ma pokus, ktery jsme nazv.

Je tedy

Poviimnéme si,
ali neusporadany vybeér
s vracenim. Rozdil je viak v tom, ze zatimco stochastickd logika pfifadila ne-
uspotradanym vybérim nutné nestejné pravdépodobnosti pry,...r.s vynucuji
si predpoklady 1-4 v tomto piipadé klasicky pravdépodobnostni model.
Stejné jako u Maxwellovy-Boltzmannovy statistiky nyni uréime prav-
dépodobnost toho, 7e dana piihradka obsahuje prive k ¢astic. Tento jev
nastane, kdyz zbyvajicich r — L &astic rozmistujeme do zbyvajicich n — 1
piihradelk, takze je

_ r—k+n-2 r+n-—1
Pk = P[I\l :}"] = ( r—k )/( r ) h
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Za stejnych podminek jako u Maxwellova-Boltzmannova modely vz
YSet-

rime limitni chovani této pravdépodobnosti. Dostaneme tak vztahy

pr = lim pgn,
n—oo
= lim (Tn “k+71—2)!(n_ 1)!]‘"!
n—oo (r, — K)(n = 2)!(r, +n —1)!
= lim (m=1ra(rn =1)---(rn =k + 1)
n—oo (rp+n=1)(ry+n—k—1)
)\k
(14 AR+

Ial\—e tellt()l{l‘é’;t mflzeme Za\'ést pl'OStOf Clementfll'nfch i()\'fl Q(‘ = {O 1 }
S pIa\'depOdO briostmi Pk teChtO eleHlCI]L'il"Hl’ jevi ’ onE
i d Cll jevu. .l'\l' IZ 61

l 1 x . . dx e Snadl]o overl .

(;; gz_;lr ) Smysl této vlimitm’ uvahy opét spodivd v moZnosti apro-
: 0’24i8 Mm(?vat prav@epodobnost P[K1 = k] = pi,n,r pravdépodob-
2 nosti pr = A /(1 + A)**! pro velks = {
> || ovios : : . P aran,r/n =\ Pomoci
3 | 00815 uvedené aproximace spocitdme pravdépodobnosti Dr
4| 00471 n=2365r=500ak=0,1,...,6, (1+ X"t =0 ~12A‘7’8'r P
; 0,0272 rovnejte tabulku 3.3 s pravdépodobnostimi . . ’PO:
S e e Di,n,r uvedenymi
Tabulka 3.3: _ Iv tf_}mto modelu mizeme pocitat pravdépodobnost toho
Aproximace Ze v ne;evlké. prihrddce neni zadna castice. Pfcdpoklé(le'm:
pravdépo- nejgv)r_ve, ze je v > n. K vypoctu pouzijeme velmi casty olgrqz
dobnosti pro  © pre;cieme k jevu opatnému, kdy je v kazdé pfihrédcé as i
Boseovus _]ve,dna ¢dstice. Pak vlastné rozdélujeme jen zbyvajicich . e
Einsteinovu Gostin: ” o
statistiku

¢ = 1- Plkazda pfihradka je neprazdna

NG

(r+n—l
n—1

Pro r < n musi by feimd né
: ¥t samozrejmé 4 L . ..
=1, jmé nékterd z prihradek prazdna, je tedy pak

Podle [6] Boseova-Einsteinova statistika dobfe popisuje rozddleni fotont
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3.5 Fermitiv-Diractiv mode]
49

3.5 Fermiuv-Diractuv model
Tento model dostaneme z Boseova-Einsteinova mod
princip, podle kterého mize byt v kazds
Pfedpoklédéme tedy, Ze plati

o elu, pouiijeme-li Pauliho
prifiradee nejvise jedna eastice.

1. Céstice nejsou rozlisitelné.
2. V kazdé piihradce je nejvyse jedna €astice

3. Stav systému je urcen (neuspofddanym) seznamem prihradek, které
jsou obsazeny Casticemi. p HEEES

4. Vsechny stavy jsou stejné pravdépodobné.

Opét pouzijeme klasicky pravdépodobnostni prostor, tentokrét s elemen-
tarnimi jevy '
W = (tl""1tr)g
kde t1,.---tr j€ uspofé(‘lan}" vektor rliznych celych éisel z intervalu (1,n).
Jsou to vlastné ,adresy* obsazenych piihrddek. Pro 7 < n je tedy (potet
r-prvkovych kombinaci z n prvki)

~()

3.6 Polyovo urnové schéma

Polyovo urnové schéma je ur€eno parametry a,b,n € N a celo¢iselnym pa-
rametrem A. Méjme urnu s @ Cernymi a b bilymi koulemi, a,b € N. Z urny
L4t tahneme po jedné kouli. Zjistime barvu vytazené koule a
Je-li A > 0, pridame do urny dalgich A kouli stejné
barvy, jako byla vytaZzena. Je-li A < 0, pak —A kouli této barvy z urny

Pied kazdym tahem koule dostatené promi-

ubereme (jsou-li tam jeste).
chame tak, aby kazdd koule z urny méla stejnou pravdépodobnost, ze bude

opakované 7
kouli do urny vratime.

vytazena.
Pii zavadéni prostoru e
notlivymi koulemi. Proto je

| = (a+b)(a+b+.’_\)---(a+b+(n—I)A).

lementarnich jevii je vhodné rozlisovat mezi jed-
(predpokladime a + b + (n—1)A>0)

Abychom zjednodusili zapis, zavedme pro redlné T a nezdporné celé k funkel

oF = :U(:zt+.L\)~--(llT+(k—1)L\-) pror+ (k=1)A>0k>0
] jinak, k >0
200 = 1.
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Specidlné plati
il = g pro A =0,

2nl = (L'EL”T pro A = —1.

Zavedme nahodny jev

D = [v n tazich bylo tazeno pravé k bilych kouli], k=0,1,....n.

Uvazime-li zejména pocet zpiisobi, kolikrat lze umistit & kouli po jedné do

n taht, dostaneme pro k =0,1,..., n
| |Dy| = (:)b(b+A)---(b+(k~I)A)a(a+3)-~(u+(u—kvl)_k)
= (:)b[kl,,[wy
I Protoze nahodné jevy Dy, Dy, . ... D, tvofi tplny systém jevi, musi platit
! n n n b[k]a[n—k]
‘ = P(Dy) = —_
| k=0 k=0

|
i Odtud plyne zobecnény binomicky vzorec
i

n

n\ i :
(3.3) (b+a)l? :fi‘:‘) (A) plkl g[n—k]
f Obecné urnové schéma ma zajimavou vlastnost. Ozna¢me
B; = [v i-tém tahu byla taZena bila koule].
Bez ®hledu na hodnotu A plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.1. Je-lia+ b+ (n— 1)A > 0, pak plati

(3.4) P(B;) = ; t=1;2,...,M

D i k a z: Nejprve vyjadiime B; jako sjednoceni neslucitelnych jevi.
Oznac¢me jako B;; nahodny jev v i-tém tahu byla tazena bila koule, v ostat-
nich n — 1 tazich bylo tazeno celkem j bilych kouli“. Zfejmé tedy plati pro

B,,| = (” - 1) pli+ilgln-1-1]
J
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Protoze nahodné jevy By, By, ..., B, ,—1 jsou neslucitelné, plati

n—1

_ [J+l] [n—l—j}
P(B) = Z(” -l)b a
= J (b + a)lnl
n—1 (n—1 AV pn=1-
_ b Z(J)([)+A)l(l 7) _ b g
b+ a = (b+a+ A)ln-1] b+ a

Uvedme dva specialni pripady Pdlyova schématu.

A = 0 (Bernoulliovo schéma) Pro tento pripad se nékdy pouziva ozna-
ceni vybér s vracenim. Dosadime-li za funkci z!* obycejnou k-tou moc-
ninu, dostaneme pro &k =0,1,..., n

P(D B n\ bka?*k
D) = \p) Gran
(3.5) - (:)1)*(1 -p)
kdyz jsme zavedli novy parametr
b
= b+a

Pokud nas zajima pouze pocet bilych kouli v n vybérech, mizeme pouzit
prostor elementdrnich jevi Q¢ = {0,1,..., n} s pravdépodobnostmi px =
P(D;) podle (3.5).

A = —1 (Pearsonovo schéma) Tento model se nazyva také vybér bez

vraceni. Pravé k bilych kouli vytahneme v n tazich s pravdépodobnosti

n\bb—1)---(b—k+Dafa—1)---(a—(n—k)+1)
P(Dk}:(k) (a+ba+b-1)--(a+b-n+1)

3.7 Nahodna prochazka

Uvazme ¢astici, ktera se pohybuje po celociselné piimce Z a ozna¢me jako Sk
jeji polohu v ¢asech & =0,1,.... Piedpokladame, ze na pocatku je Castice
v bodé 0, tj. So = 0 a ze, je-li v nekterém ¢asovém okamziku A& v bode
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a, pak ji v ¢ase k + 1 nalezneme s pravdépodobnosti 1/2 v bodé a + 1 4

s pravdépodobnosti 1/2 v bodé a — 1, tj.

B |

P[Sk41 — Sk = 1] = P[Sk41 — Se = —1] =

Dile predpokladime, ze rozhodovéani o sméru pohybu nezavisi na pohybech

v casech 0,1,. .., k. Omezime-li se na zkoumani pohybu Sp, 5. ., S, v ko-
necném casovém useku, je ziejmé, ze vhodnym modelem je klasicky prav-
dépodobnostni prostor s mnozinou elementarnich jevi £ = {0, 1}, tj. n-

clennych posloupnosti (yy, ..., y,) nul a jednicek. Hodnota y; = 1 (y, = 0)
vysila Castici v ¢ase j — 1 o jednotku doprava (o jednotku doleva). Ekviva-
lentnim modelem je klasicky pravdépodobnostni prostor s mnozinou elemen-
tarnich jevi

”:{(“‘.\‘]..\'3 ...... s‘,,)_l.‘w’j+| —HJ|:1}.

kterd je seznamem viech moznych trajektorii pohybu nasi ¢astice.

Nyni ur¢ime rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny S,,, kterd ozna-
cuje findlni polohu ¢astice. Tato finalni poloha je urcena jednoznacné poctem
0 < k& < n pohybi doprava jako k — (n — k) = 2k — n. Je tedy

) A
P[S, = 2k — n] = ( )2 " pro 0<k<n,
protoze nahodny jev [S, = 2k — n] je tvoren pravé témi posloupnostmi
(y1,..., Yn), které obsahuji & jednicek.

Pomoci binomické véty se snadno presvédéime, 7e soucet téchto pravde-
podobnosti je roven jedné a uvazime-li symetrii

(3.6) P[Sy =2k —n] = (2)27" - ( ! A) = P[S, = n — 2k],

zjistime, ze stfedni hodnota nahodné veli¢iny S,, je rovna nule. Pro sudé
casové okamziky, reknéme 2n, je nejpravdépodobnéjsi hodnotou niahodné
veliciny S,,, nula. Pouzijeme-li Stirlingliv vzorec n! = n"v/2zxne (1 + ¢ )
kde lim,,_, .. €, = 0. obdrzime o

1

(3.7) P[S2n = 0] = v
n

kde lim,,_, . 6, = 0, tj.

‘v_”————f
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Pripomenme tabulku 1.5 b), ktera ukazuje presnost této aproximace. Zejmé-
na si vsimnéme, ze at jiz zakonem velkych ¢isel rozumime cokoliv, nemauze
to byt tvrzeni: pri opakovaném hazeni symetrickon minci je pravdépodob-
nost toho, ze rub se objevil v polovine pripadfy, v limité rovna jedné. Prave
naopak, tato limita je rovna nule.

Postavme nasi c¢astict do cesty bariéru umisténou v nékterém celociselném
bode 1 < a < n. Jakd je pravdépodobnost toho, Ze ¢astice projde v nékterém
okamziku k=1,2,..., n touto bariérou?

Cheeme spocitat pravdépodobnost

k<n -

Puo = Pl max Sy = al.

Snadno dostaneme rovnost P, . = P(4,) + P(4,) + P(A3), kde

4, = St >a,S, > u] = [.S,, > (l]V
4; = [max Sg >a,S, <al,
1<k<n
As = [max Sy >a,5,=a] =[S, =a]
1<k<n

(Vysetiovany nahodny jev jsme rozdelili do tit ¢asti podle konecné polohy

castice.)

1 2 3 4 kk+1 n-1n

Obrazek 3.1: Dvojice trajektorii z mnozin A; a A

Plati ovéem P(A;) = P(A,), protoze pocet trajektorii, které prispivaji
vlastnosti A, je roven poctu trajektorii, které prispivaji vlastnosti A,. Staci
skonstruovat prosté zobrazeni mnoziny A, na mnoZzinu As. Obrazek 3.1 a)
toto zobrazeni dobie definuje. Trajektorie kreslena souvislou carou ma vlast-
nosti Ay, & je prvni ¢asovy okamzik, kdy castice vstoupi do bariéry a. Tra-

jektorie kreslend silngjsi teckovanou carou (do okamziku k splyvajici se .sou-
\

vislou® trajektorii a od okamziku k + 1 jeji zreadlovy obraz podle osy y = a
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mé vlastnost As. Zobrazeni, které piifazuje ,souvislé” trajektorii trajektorii
tetkovanou®, je prosté zobrazeni A, na Ay. Obdrzeli jsme tedy rovnost

(3.8) Poo=2P[Sp > a] +P[Sn=a] = 2P(Sn 2 a] = P[Sn =a] = 1

7

pii n — oo, kde limitni piechod je disledkem (3. ), protoze

1 .
P[S-_gn = 4['] S P[S-_y,l = “] - 7—_—7(1 o (’n)
pro —2n < x < 2n. V Kolmogorovove axiomaticke teorii pravdépodobnosti
Ize vlastnost (3.8) interpretovat jako tvrzeni:

(3.9) Castice konajici nahodnou prochazku jisté (t). s pravdépodobnosti 1)
vstoupi do kazdé bariéry a € Z, a # 0.

Studujme zavérem chovini nasi nahodné prochazky podrobnéji. Oznacme
jako ng prvni casovy okamzik, kdy se ¢astice navrati do pocatku celociselné
osy, pokud k navratu viibec nikdy nedojde, pak volime ng = 00. Lmplicitné
predpoklidame nekoneény zivot ¢astice. Urcéime rozdéleni pravdépodobnosti
nahodného ¢asu navratu ng, tj. pravdépodobnosti p2, = Plng = 2n] (velicina
ng§ nemuze nabyvat lichych hodnot): Pro x € N a y € Z oznacime jako
N, , pocet trajektorii Castice, které spojuji bod (0,0) s bodem (z,y), t.
trajektorii, pri kterych je ¢astice v ¢ase x v poloze y. Povsimnéme si, ze je-li
N,y #0,pak 2 =p+q, y =p— g, kde p(q) je pocet kroki, které castice
ucinila doprava (doleva) pii svém Zivoté v Casovém intervalu {0, z). Odtud
Niy = (p:”) = (_§g) Pro z > 0,y > 0 oznacme jesté jako N, pocet
trajektorii spojujicich bod (0,0) a (x,y) takovych, ze S; > 0, S2 > 0, ..
S, =y > 0, tj. pocet trajektorii, které spojuji body (0,0) a (z,y) cestou nad
osou z. Plati

Véta 3.2. (Bertranova) Pro r > 0,y > 0 plati

Njfy - %N_r‘y_

D 1 k a z: Ditkaz staci provést pro situaci N, , # 0: Postupné vyvozujeme:
[pocet trajektorii spojujicich body (1,1) a (z,y),
které neprotinaji osu r]
= [pocet viech trajektorii spojujicich (1,1) a (z,y)]
- [pocet trajektorii, které protinaji osu z a spojuji body (1.1) s (z, y)]
= N,_1 ,-1—[pocet viech trajektorii, které spojuji body (1,-1) s (z, y)]
= Ne—1,y-1 — Ne—1,y+1-

N7

Ty
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Je tieba podrobnéji zdivodnit, ze |A| = |B|, kde
A = [trajektorie, které spojuji body (1,1) a (z,y) a protinaji osu z,
B = [trajektorie, které spojuji body (1,-1) a (z,y)],
tj. zkonstruovat prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Na obrazku 3.1
b) je .souvislé® trajektorii z mnoziny A piifazena teckovana® trajektorie
z mnoziny B.

Dokoncime nyni diukaz. Plati

i : . T -1 z -1
‘\»v-u = '\-'*L!/*l = Nacry1 = (lf‘ + = 2) “—{z+y

2 2
_(pra-1 pta—-1\ _(p+q p q
7( p-1 )7( g 1 )7( P )(m_m)
P=0 o~
= dvg !lm = 4V yJ__‘

kde r = p+qay = p—q. Nyni jiz uréime pravdépodobnost p,,, = P[ng = 2n)
snadno: ze symetrie naseho pohybu a véty 3.2 plyne:

Pan = P[Sl =1,5>0,..., Son_1 = 1,5-_3” = U]
+P[Sl—_— *LS_)(O,,..,S-_QH,]:'*I.S-_/,,fol
(3.10) = 2 % P[ 1 =1,5>0,...,4 Sopn_a > 0,8m-1 = 1]
’ 1 2
- A\'f n—(2n-1) _ Nop 2_(_”,”
_11—1.]2 m—1 - 1,1

_ 1 2n —1 g-(2i-1) = _1" 2n —2 9-2n
2n —1 n 2n\n—-1
1

== —P S-)”_-) == ” -
2n [S2n—2 ]

Viimnéme si jeste, ze také plati

2n —2 T 2n i
5 s = 2-1311—_) _ 9—2n
o= ()= ()

= P[S‘_),lf-_g = 01 - P[S-_)n = U]

Odtud
I—Zpgk = l*(l—P[Sl:U])*(P[SJ =0]—P[S;:0])
k=1

— ... = (P[S2n—2 =] -P[S2n =0])

= P[S2,=0]—=0 piin—o0

LYY
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; g s — =0 :
podle (3.7), takze je > P 1. Musi tedy byt Plng = + 0]  t). dosli
. i P& ‘ 1 (L
Jsme kozavera, ze:
(3.11) Castice konajici nahodnou prochizku se :lisl.‘ v konecném case vriti
do bodu 0, tudiz jiste (s l“"‘"'l'-'lmdnl”“hrl b

nelaat.,

navistivi bod 0 nekonee-

Kombinaci vyroki (3.9) a (3.10) dostaneme:

(3.12) Castice konajici nahodnou prochazku jiste (s lllil\r(ll'i)(nll|lJ||w|~\I| 1)
navitivi kazdy bod a € Z nekonecnekrat.
Tyvrzeni (3.11) lze v K olmogorovove axiomatice dokazat jako matematic kou
votu. V kontrastu s tvrzenim (3.11) je nasledujict vypocet stredni hodnoty

okamzilku pryvniho naveatu g

= : 1 1
Eng 2‘ 2nP[ng = 2n] Z 2 fn;;P['\J" 2 =0l
n=1 n=1 -
x B
2n — '3) o2 1 g .
= 2 (2n-2) = Z—‘(l‘f‘l’,,) = +00,
”Z:l (n -1 - — Vn

(3.10) a (3.7). K navratu ¢astice do nuly

kde jsme postupné vyuzili vzorce
kani na tuto udalost je nekonecna! 0

sice jiste dojde, ale stiedni doba ce

3.8 Geometricka pravdépodobnost

Zacneme motivacnim prikladem.

Priklad 3.1. Alena a Bohous si smluvili schizku na presné urcenen
misté, ale v ponckud neurcitém case. Maji se sejit ve zvoleny den nékdy
mezi polednem a jednou hodinou odpoledni, pricemz kazdy z nich je ochoten
¢ekat celych dvacet minut, ovsem pouze behem oné vymezené hodiny. Jaka
je pravdépodobnost, ze se opravdu sejdou, kdyz predpokladame, ze kazdy
z nich mize piijit kdykoliv behem udané hodiny a ze prichazeji nezavisle na
sobe?

Ulohu si znazornime geometricky. Oznacime-li jako r okamzik prichodu
Aleny a jako y okamzik prichodu Bohouse, muzeme se omezit pouze na
dvojice (z,y), které lezi v intervalu Q= {(r,y):0<x<]l, 0<y< L.
Okamziky piichodu tedy mizeme znazornit jako jakykoliv bod jednotkového
ctverce. Posledni vétu zadani ulohy interpretujeme tak, ze do nejaké casti
jednotkového ¢tverce padne bod (x,y) s pravdépodobnosti, ktera zavisi na
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velikostl této ¢asti a nezavisi na jejim tvarn ¢ umistént ve ctverci. Tento
pozadavek lze zapsat jako

n(A)

p(€))

(3.13) P(A)

Samotné fesent ulohy je snadné. Nahodny jev A je dan nerovnostmi 0 < o <
1,0<y <1, |r—yl <1/3 takze podle (3.13) dostaneme

P(A4) 1-(2/3)° =5/9 O

Podle (3.13) pocitame pravdépodobnost, kdyz mizeme jako prostor ele-
mentarnich jevit zvolit vhodny geometricky atvar, jehoz velikost (plochu,
biem) dokazeme urcit. Jako jevy pak chiapeme podmnoziny tohoto ttvaru

steinvimi viastnostmi. Teorie miry zavadi pojem méritelné mnoziny. Na-
piiklad na realné primce jsou métitelné viechny prvky borelovske a-algebry,
ktera je nejmensi g-algebrou nad intervaly tvaru (—oo,x), € R. Vo nloze
musi byt splnén piedpoklad symetrie, zarucujici, ze pravdépodobnost toho,
76 nahodne zvoleny bod z ) padne do mnoziny A, zavisi pouze na velikosti
této mnoziny a nikoliv na jejim umisténi (tvaru atd.) v .

d/2}——m————

1/2
d

r

A

0 T

a) Rovnobézky s jehlou b) Geometricka pravdépodobnost

Obrazek 3.2: Buffonova nloha

Piiklad 3.2. (Buffonova tloha) Uvazujme rovinu, v niz jsou v pra-
videlnych vzdéalenostech d umistény rovnobézky. Na tuto rovinu nahodné
vrhame jehlu, jejiz délka [ spliuje podminku ! < d. Jaka je pravdépodob-
nost. ze tato jehla protne nékterou z rovnobézek?

Oznaéme jako r vzdalenost stiedu jehly od nejblizsi rovnobézky a jako
> 1ihel, ktery svira jehla s touto pfimkou (viz obrazek 3.2 a)). Jako geomet-
ricky objekt Q zvolime interval (0,d/2) x (0, 7). Mnozina A znamenajici, ze
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jehla protnula nékterou primku (vice nez jednu protnout nemize), je dina

pozadavky (obrizek 3.2 b))
(1/2)sinp <z, (x,9) €L
Podle (3.13) dostaneme

1 T 21
, Ao . (
P(A) n(tl/'l)[, 2»111,(], i )

Piiklad 3.3. Stejne jako v predehazejicim piikladu méjme 11.\-nnln-)_l;\
ve vzdalenosti o rovnomeérne pokryvajich rovinu i vrhejme na tuto !l»\ inu
souvislou konvexni mnozinu s obvodem délky a, jejiz prameér (maximalni
vzdalenost dvou bodi) je mensi nez d. Opét cheeme urcit pravdépodobnost,
s jakou liranice této mnoziny protne nékterou z rovnobézek.

Reseni zacneme od specialniho pripadu, kdy mnozinu tvori konvexnt 7-
dhelnik. Oznacme délky stran tohoto n-ihelnika jako li, 1 = 1...,noJev A
ktery znamend, ze mnohothelnik protne usecku, Ize vyjadiit jako sjednocent
Lyn i .1”4 kde _»1,1 znamenda, ze rovnobezka

, S I
protnula prave i-tou a j-tou stranu. Vzhledem k tomu, ze jde o disjunktni

n-—1 n
P(A) =Y > P(dy)-

1=1 j=i+1

Pouzijeme-li toho, ze je P (A;;) = P (4;,) adile P (A;i) = 0, dostaneme dale

P(A) = %ZZPHU)-

disjunktnich mnozin A = U

sjednocent, plati

=1 g=1
S pouzitim vysledkn predchoziho prikladu dostaneme pro kazdéi=1,..., n,
ze plati (strana n-uhelnika je onou jehlou)
n 921
P(Aij) = =
> Py =4
i=1
takze nakonec mame
1« 2, a
P(A) = = — = —.
(4) 2 Z nd wd

1=1
Protoze vysledna pravdépodobnost nezavisi na délkach jednotlivych stran n-
tihelnika, ale pouze na jeho obvodu a, musi stejny vztah platit pro jakoukoliv
konvexni mnozinu, nebot jeji hranici mizeme chapat jako limitu posloupnosti
aproximujicich mnohothelniku. O

3.9 Cviceni Ho

3.9 Cviceni

. \ . Ep g . .
J.10 Mame Sest drubin ving raznveh znacek. Phifadime-h vintm etikety ni-

hodné, jaka je pravdépodobnost, ze

a) se trefime

b) ¢ty druhy oznadime spravné a dva nespriavne

¢) aspon jeden druh oznadime spravné?

3.2, Pivvyrobé lahvi se v roztavené skloviné mohon objevit mali téliska (ka-
minky). Predpokladejme, ze jedna lihey vazi jeden kilogram a ze zpracovavime
celkem me kilogramn skloviny, v niz je Am kilogrami kaminka. Jaka je pravde-
podobnost. Zze nahodné vvbrand lihev neobsahuje kaminek, je-i A 0.3 nebo
A = 0,17 Jak se tvto pravdépodobnosti zméni, kdvz budeme vyribét lihve pouze

pulkilové? ([16, str 114

3.3. lime n razoveh dopisi a noriznyeh obalek. Dopisy byly do obidlek
winistény nahodne Jaka je pravdépodobnost, ze aspon jeden dopis se dostane do

pravne obalky”

3.4. Dva parniky, které pouzivaji jako jediné stejné pristavisté, mohou pri-
plout kdvkoliv béhem 24 hodin, jejich piijezdy jsou nezivislé Prvni parnik obsadi
piistavisté na jednu hodinu, druby na dvé hodiny. Jaka je pravdépodobnost, ze ani
jeden parnik nebude muset ¢ekat na uvolnéni pristavisté?

3.5. Osoby X a Y piijdou na smluvené misto kdykoliv mezi 12.00 a 13.00.
Urcete pravdépodobnost, ze Y pijde az po X, jestlize piijde az po 12.30. Pied-
poklada se nezavislé chovani obou osob, pricemz okamziky prichodu jsou stejné
mozné kdykoliv béhem uvedené hodiny

3.6. \ roviné jsou narysovany rovnohézky vzdalené od sebe stiidave 15 a 80
milimetri. Na tuto rovinu je nahodné vrzen kruh o poloméra 25 milimetri. Urcete
pravdépodobnost toho, ze po dopadu nebude protinat zadnou z rovnobézek.

3.7. Pied kotoucem. kterv se otaci konstantni rychlosti, je v roviné tohoto
kotouce umisténa asecka délky 2k tak, ze piimka spojujici stied kotouce se stiedem
fsecky je na tuto usecku kolma. Po tecné ke kruznici odlétne v niahodny okamzik
¢astice. Usecka je od stiedu kotouce ve vzdalenosti [. Urcete pravdépodobnost, Ze
¢astice zasahne usecku.

3.8. Necht =,y € (0. 1) jsou nahodné zvolena cisla. Jaka je pravdépodobnost,
e jejich soucet je mensi nez 1 a soucin mensi nez 0,097

3.9. Na tsecce délky [ jsou ndhodné umistény dva body, kterymi je nihodné
rozdélena na tii casti. S jakou pravdépodobnosti lze z takto vzniklych tii usecek
sestrojit trojuhelnik?

3.10. Tvé dlouha 200 mm je nahodné roziezina na tii casti. S jakou pravde-
podobnosti je néktera z téchto césti krat§i nez 10mm, jestlize dva rezy jsou stejné
mozné v kazdém misté tyce?

e

TR W

I 8
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p AR T . " , . % - Vzdalenost
3.11. Pravotuhla mfiz je slozena z vilcovych prutiu o polomeéru 7 Vzdalenosti

mezi osami prutu jsou rovny a a b. Kulicku o primeru d hodime
drize, ktera je kolma k roviné miize Urcete pravdépodobnost toho,

zasahne mriz.

bez mifeni po

ze kuhcka
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4. Nahodna veli¢ina

M-l byt nase teorie prakticky uzitecna, musi se pfizpisobit tomu, ze vysled-
kem pokusu nebyva ani tak zjisteéni, zda nahodny jev nastal ¢i nenastal, ale
mnohem castéji je vysledkem pokusu néjaké cislo: pocet lic v posloupnosti
hodu minci; pocet Sestek, které padly na deseti hracich kostkach; doba, po
kterou vydrzela svitit zkousend zarovka; pocet bakterii v jednotkovém ob-

jemu vody; himotnost psenice z pokusného policka atd. Vedle nahodného jevu
je tedy treba zabyvat se nahodnou veli¢inou (téz nahodnou proménnou).

V nasem modelu s pravdépodobnostnim prostorem (€2, A, P) mizeme na-
hodnou velicinn X zavést jako redlnou funkei definovanou na nahodnych
jevech — podmnozindch z Q. které jsou prvky A. Podobne, jako jsme byli
opatrni pri definovani pravdépodobnosti, kdy jsme do systému A zatadili
jen nekteré podmnoziny €2, totiz takové, kterym wmime prifadit pravdépo-
dobnost, méli bychom byt opatrni i nyni. Je tieba zajistit moznost prirazeni
(vypoctu) pravdépodobnosti viem rozumnym mnozinam realnych ¢isel.

Od dvojice (2, A) potiebujeme piejit k podobné dvojici (R, B), kde R je
redlna primka. tak, aby podmnozinim R, které jsou v o-algebre B, bylo
mozno piifadit pravdépodobnost odvozenou z pravdépodobnostniho pro-
storu (9, .4, P).

Pii konstrukei a-algebry na realné piimee je vhodné zajistit, aby do B
patiily véechny intervaly tvaru (a.b), (a,b), (a,b), (=00, b), (—o0,b), (a,00),
(a,~0). Nejmensi g-algebra podmnozin R, ktera obsahuje véechny intervaly
sminenyeh typil. se nazyva borelovska o-algebra. K tomu, abychom uve-
denou e-algebru vytvorili, staéi vyjit pouze z intervalia tvaru (—oo, ). Na-
piiklad pro a < b jisté plati

(a,by = (—o0,b) —(—c0,a)
= n(—’)c.b+l)~(wx.a).
n=1 n

takze podle (1.22) a (1.24) je interval (a,b) nutné prvkem o-algebry B. Po-
dobné tvrzeni 1ze dokazat i pro ostatni typy intervali.

Necht X je realna funkce definovana na Q, necht a. b jsou libovolna redlna
¢isla resp. —oo, oo. Zavedme uzitecné oznaceni pro nékteré podmnoziny €2

(X <b = {we:X(w)<b},
[a< X < b {weD:a< X(w) <b}.

Il
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Definice 4.1. Mé&jme pravdépodobnostni prostor (2,A.P). Redlnd fun-

kee X definovana na €2, pro kterou plati
(4.1) reR=[X <z]€ A,

se nazyvid nahodna veli¢ina.
Redlna funkce X splimjici (4.1) se nazyva méfitelna, prvky o-algebry
B se nazyvaji méritelné mnoziny.
Definice 4.1 zaruéuje moznost uréit pravdepod
¢ina X nabude hodnoty z intervalu tvaru (—o0o. 1), .
(nejmensi) o-algebra nad témito intervaly, ke kazdé mnoziné

obnost, ze nahodna veli-
r € R. Protoze B je
B € B existuje
jeji vzor v A

BeB= XY B)={we:X(w)eB}eA
Proto pro kazdou mnozinu B € B urénje nahodna velicina X pravdépodob-
nost Py (B) nahodného jevu B pomoct vztahu
P({we Q: X(w) € BY})
P(XY(B)).

(4.2) Px(B)

Definice 4.2. Mnozinova funkce
(4.3) Px(B) = P(X1(B)), BeB,

se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny X.
Pravdépodobnostni chovani nahodné veliciny X je zfejmé urceno syste-
mem pravdépodobnosti P[X < z], z € R. Symbolem P[X < z] jsme zkrdcene
zapsali P([X < z]).
Definice 4.3. Nechf X je nahodna velicina definovana na pravdépodob-
nostnim prostoru (€2, A, P). Realna funkce

Fx(z) = P[X < z]

se nazyva distribuéni funkce ndhodné veliciny X.

Nehrozi-li nedorozumeéni, dolni index se v oznaceni distribu¢ni funkce
zpravidla vynechava.

Véta 4.1. Distribu¢ni funkce je funkce
(a) neklesajici,
(b) zleva spojita,
(c) splhuje
(4.4) lim Fx(z) =0, lim Fx(z)=1

Ir— 00

T—+—00
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D i k a z: Zvolme redlna ¢isla a < b. Ziejmé plati
(X <b=[X <aUla< X <b),

piicemz nahodné jevy (podmnoziny Q) na pravé strané jsou nesluditelné.
Proto podle (1.31) plati uziteéné tvrzeni

(4.5) Pla < X < b] = Fx(b) — Fx(a),

jehoz dusledkem je pryvni dokazovana vlastnost.

1 w71, 3 s .
i) neklesajici posloupnost intervali. Proto

. 1
X! (\,..rﬁ) = {W'ESZ:.\’(W{)(J'—l}
n n

neklesajict posloupnost mnozin z A s limitou X ' (—o00, r). Podle véty 1.5 je
pak take

Pro n — o0 tvori (—oo. 1 —
je take

lim Fy (.r - l) = Fy(x),
n—oc T

coz je pravé tvrzeni (b). Pouzijeme-li stejnou zaménu poradi limity a inte-
gralu (pravdépodobnosti), dostaneme jedno z tvrzeni (c):

o0
lim Fy(z)= lim P(X <n]=P (U (X < n]) =P() = 1.
I—00 n—oo
n=1
Druhé tvrzeni se dokdze podobné, jen pomoci nerostouci posloupnosti na-
hodnych jevi. a
Doporucuji, aby ¢tenaf nepiehlédl dilezity vztah (4.5). Jeste se k nému
vratime. Dalsi obecné vlastnosti distribuéni funkee uvadi nasledujici tvrzent,
v nemz symbolem Fy (z + 0) znacime limitu zprava funkce Fx v bodé x.

Véta 4.2. Pro distribucni funkci Fy plati

(4.6 P[X =2] = Fx(z +0) — Fx(x), z € R,

D i k a z: Vyjdeme z rozkladu ndhodného jevu [X < z] na sjednoceni
dvon neslucitelnyeh ndhodnych jevit [X = z] a [X < z]. Piitom ndhodny
jev [X < 2] lze zapsat jako limitu monotonni posloupnosti nahodnych jevu
[X <z + 1], takze je také podle véty 1.5

o0

PlX <2l = P[[) [\ = ﬂ

j=1
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n—oQ

1
lim Fx (1 + ‘)
n—o0 n
F_\'(I +0)-

1
— lim P {\ <z+ ;]

Il

Je tedy P[X = 2] =P[X £ z] - PX < z}. ' “ N O

7 dokdzané véty plyne, Ze distribu¢ni funkee je v bodé r spojita, prave
kdyZz je P(X =1z] = 0. e n

Véta 4.3. Distribucni funkce ma nejvyie spofetne mnoho bodi nespo-
jitosti (skoki). S

D @ k a z: Oznacme jako Ch mnozinu bodi, v nichz ma distribuéni
funkce Fy skok vétsi neZ je ¢islo 1/n. Protoze velikost skoku distribuéni
funkce v bodé z je ddna pravdépodobnosti P[X = z], mame

1
an{:EER:P[AY=SL‘1>E}-
Protoze hodnoty distribuéni funkce lezi v intervalu {0,1), Ipﬁi_c b}jt v mno-
#iné C,, nejvyse n—1 prvki. Mnozinu C bod, v nichz ma distribucni funkce
Y it W RIS N — || 2 .
Fy néjaky skolk (tedy neni spojitd), lze vyjadiit JE\]\O'C = U“:.z (,::"' Jal\? nej-
vy$e spoetné sjednoceni konecnych mnoZin je mnozina C nejvyse spoletna.
[m]
Videli jsme, ze rozdéleni nahodné veli¢iny lze urcit pomo_ci distribuéni
funkce. Tvrzeni véty 4.1 udavé jakési minimalni vlastnosti distribuéni funkee.
Lze dokdzat, ze kazda neklesajici zleva spojita funkce G spliujici
lim G(z) =0, lim G(z) =1
T——00 T —r00
ur¢uje néjakou ndhodnou veli¢ginu. V dikazu se zvoli pravdépodobnostni pro-
stor (R, B,Pg) tak, aby pro kazdé z € R bylo P(—00,z) = G(). Nahodna
velitina, jejiz existence se dokazuje, se zkonstruuje jako identické zobrazeni.
V bohatém systému vsech rozdéleni jsou prakticky uZzitecne zejmena dva
specialni piipady, tzv. spojité a diskrétni rozdéleni.

4.1 Diskrétni rozd€éleni

Piedpokladejme, Ze existuji vesmeés rfiznd realné &sla o1, z2, ... takova, ze
je
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Seznam hodnot, kterych nabyva nahodp
seznam pravdépodobnosti, s nimiz tach,
udava diskrétni rozdéleni pravde
p{-ipadé po ¢astech konst
dina vztahem

a velidina s diskrétnim rozdélenim, a
to hodnot nidhodna veligina nabyva
! podobnosti. Distribuéni funkee je v tomtc;
antni se skoky prave v bodech T, T ‘

F\(I) = Z P[:\: = ‘Ell

tzi<z

yee ey je tedy

Piiklad 4.1. (Binomické rozdéleni) Uv

Pl = azujme n nezavislyc 0
v kazdém muze nastat zdar s prav J Pt s v

dépodobnosti p, nezdar s pravdé
I Lo sti p, nezdar s pravdépodob-
nosti 1 — p. Mizeme zvolit @ = {0,1}". Elementarni jev ma pak tvar

& '(vdl,‘- : :,cu,]),’l<(le‘f‘,.'i Je pocet zdarh v i-tém pokusu. Binomické roz-
déleni ma nahodna veli¢ina

n
X(w) = th
=1
tedy celkovy pocet zdari v n pokusech. Pro kazdy z pokust plati
Plwi) = p*'(1 - p)t =,

Vzhledem k predpoklddané nezivislosti pokusti dostaneme

Plw) = ﬁp(wi)
i=1

— pr.(l _p)u—Zwi'
Protoze je celkem (’Z) elementérnich jevi, pro které je Y i, w; = k, dosta-

vame vztah

. n\ ;
(4.7) PIX =k]= (k)pl‘(l -p)" 7k, k=0,1,...,n.

Vztah (4.7) udava rozdéleni nahodné veliciny s binomickym rozdélenim s pa-
rametry n, p, kde n € N,0 < p < 1, coZ strutné zapisujeme jako X ~ bi(n, p).
Pravdépodobnost binomického rozdéleni jsme odvodili jiz dfive, v Bernoul-
liové schématu v odstavci 3.6. O

V odstavei 3.3 vénovaném Maxwellovu-Boltzmannovu schématu s r rozli-
Sitelnymi pfedméty a n rozlisitelnymi piihradkami jsme odvodili, Ze rozdélent
nahodné velidiny K, kterd udava pocet pfedméti v prvni piihradee, je dano
pravdépodobnostmi

== () 0) () 02
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~ bi(r, 1/1). Poté jsme se ujistili, Ze pii velkijeh

pro k = 0,1,...,7m Y- ) pomeéru rin = A € (0,00) plati PIK, =

H 4 p i M 1 v
poétech prihradek a predmétu

k] = Me /K pro k=01, Rekneme, Ze ndhodnd velicing y

*  ma Poissonovo rozdéleni s parg.

PIX = K] metrem A > 0, jestlize
0,4
’\k __A
0,3 P[‘\r - ,l\] = E(‘ pro k= 0’ 11 o

0,2

szl s cor znacime X ~ Po(A). Ctenaf by se
. I_. . . mdl piesveddéit o platnosti vztahu

00— — "y 3 4 5 6k

) i L
ini ¢ —c " =1.
Obrazek 4.1; Porovnani pravdépo- kz_o i
dobnosti rozdéleni bi(10, 0,1) vlevo a
Ro(1) verava Podle nasledujiciho tvrzeni mizeme

aproximovat pii velkém poctu pokusg
n a malé pravdépodobnosti p bino-
mické rozdéleni bi(n, p) pomoci Poissonova rozdéleni Po(np). |
Véta 4.4.(Poissonova) Necht je X ~ bi(n, p,,): kde lim, o np, =
A€ (0,00) apa € (0, 1), necht X ~ Po(A). Potom plati
lim P[X, =k]= P[X =k] pro E=0,1,....
n—oo
Rychlost konvergence ilustruje obrazek 4.1 a také tabulka 3.2.
Dtukaz Prok=01,...,n plati

()=
1 npy - (n=Vpn---(n=k+ Dpn (1-2n)",

k! (1—pn)* n

P[Xn = K]

H — ] — Mha—A x
Limita pravé strany pfi n — oo je rovna P[:c". = k] = Xre [kl I’)rOtOZE’:
lim npn = A, limpseepn =02 (1—z/n)" je posloupnqst funkei, ktera
kon:;rzuje k funkci e~ stejnomérné na kazdém omezenem intervalu. o

Piiklad 4.2. Jako piiklad situace, kdy se muareme setkat s l.joissonovym
rozdélenim, uvedme nésledujici model. Pod mikroslkopevn} sledujeme na P_e,t-
riho misce vyskyt néjakych elementt (napt. krevnich télisek {1Cb0 bakten{v).
Pokusime se nalézt jednoduchy zdivodnény model pro pravdépodobnost, Ze

4.1 Diskrétni rozdélenf
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ve ctverci o jednotkové ploge se vyskytne
ctveree na nstejnd velkycl, nrpi‘vh ;
dejme, ze na takovéto male plosce se prive Jeden eleme
(l(-pu(lulm(,}si', :X/H a \'f(‘(- _nwi Jeden element pravdepodobnosti, ktera je za-
El(}(]l).ltl-lfl.y l‘l'l‘(l[l(llililtl(‘j.lll(‘ navic, ze viskyty clements v n mn‘l\"('h ehstech
jsou Il.("l,ill\l‘hl(‘. Potom ma pocet clement v Jednotkovém ('"t\'vn'i binomické
rozdeleni bi(n, A/n). Parametr ) charakterizuje hustoty clementi, tedy i(‘iit'\h
ajici na jednotkovoy plochu. o O
Obdobné pouziti Poissonova rozdeleni ukazuje také nasledujici priklad.
Priklad 4.3. Uzemj Londyna bylo k jistému o
svetové valky zasazeno celkem 237 raket
borniky prevladal nazor, ze rake
rych méstskych casti.

- prave k elementi. Rozdéhne tento
tyvajicich se ¢dsti o plose L/, Predpokli-

ut vyskytne s prav-

pocet, primérné piipad

atu v prabéhu druhé
ami typu VI, resp. V2. Mezi od-
; ty nejsou speciilng zamcroviny do nékte-
Tento nazor | potvrdili statistici nasledovne: Uzemi
meésta bylo rozdéleno na n = 242 = 57 stejne velleyeh étvercit a byly zjis-
tény pocty ctverch ng,ny,... ns s zadnym, jednim, .. :

» i ; ! S ., péti zasahy (ta-
bulka 4.1). Prijmeme-li hypotézu, ze rakety nejsou z

amdcérovany a zvolime-li

ke 0 1 2 3 1 | >5
ny 229 211 93 35 7 1
n\e kU T2267 | 2114 | 08,5 306 | 7,1 | 1,6

Tabulka 4.1: Porovnani skuteénych a ocekdvanych poétl zasahii v Londyné

pevne libovolny z uvazovanych ¢tvercti, feknéme j-ty (1 <j <n), pak je
X; ~ bi(537,1/576), kde X; je ndhodna veliina oznacujici pocet zasaht
ctverce j. Je tedy P[X; = k] = e M\ /k!, kde A = np = 537/576 = 0,9383
pro 1 < j < 576. Tyto pravdépodobnosti by mély byt dobic odhadnuty
relativnimi cetnostmi ny/n. Pokud plati nase hypotéza, 7e rakety nejsou
zamefovany, lze ocekdvat, Ze skuteéné ¢etnosti ny budou pfiblizné rovny
hodnotdm nA*e=*/k!. Tabulka 4.1 toto ocekdvani potvrzuje, takie zavér
statistického Setfeni neni v rozporu s nazorem odborniki. Tato posledni for-
K uloze se vratime jesté v pfikladu 15.3, kdy zformulujeme skuteéné statis-
tické rozhodnuti. O

Priklad 4.4. VySetiované udalosti nastavaji ndhodné v ¢ase, jejich vys-
kyt se fidi nasledujicimi matematickymi pravidly: Existuje A € (0,00) ta-
kové, ze

(a) Pravdépodobnost vyskytu alespoii jedné uddlosti v Casovém tseku
(t,t + h) je rovna Ak + o(h), kde lim; o+ A7 0(h) = 0, ¢ > 0.
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Fasove seku
g Nosti v Casovern ust
(b) Pravdépodobnost vyskytu vice nez jedn udalo
(” } )f) |"l(""|l""1”l).f . ()

pocet udalosti v ¢asovem

(¢) Je-li N(t) nahodna velicina, klt'l.l-ll/,ll.||‘|l|t- o B o it
nsclu (0,t), pak |‘\'(IJ ] a (N (t + f,’| 'l') ) |

niahodné jevy pro g,k = 0,1 aprot,h |

| a definujme prirozence

, ) (N
Prot > 0ak =0,1,... oznacme Pi(t) = Pl ) implikuji rovnostl

Hin) 1 a 7 (0) 0 pro ki N l'l'l"ll’“l"]‘ul\- (a)-(¢

Pt +h) P[N; = 0,Niypn — Nt 0]
Po(t) (1 \h+ o(h)) .
f - N [ 0]
Pt + h) PN = k, Negn N, | R

t PI‘\V! k 1, Nivn
to(h)) + Pk () (A
th>0keN

o(h)) + o(h),

-~

Pe(t) (1= A

Odtud je

1
—APy(t) + Tothl.
h b

Il

1 .
—/\Pk(’) + ,\P;,-_lf_” + Z(J[h},

Il

h

Limitnim piechodem h — 0+ pak dostaneme

_AR(t), t>0, Fo(0)=1,
AP (1) + AP (t), t>0, Pe(0)=0,

(4.8) Pj(t)
(4.9) Pi(t)

¥

k € N.

5 catecni ince jediné reseni
1 di ialni rovnice ma pri uve « pocatecni podmince jedin
Prvni diferencidlni rovnice ma pri uvedené poc: I

Po(t) = e M. Pro funkei Py (t) dostavime tudiz rovnici
Pl(t) = =AP(t) + X7, £ >0,

s pocatecni podminkou P(0) = 0. Tato rf)\'uice ma _]6(}11_1-(“ 1'615;01:1;‘ .r:“:;)
Py (t) = e M (vyzkousejte dosazenim nebo feste fnetodou \udl’ld‘C(’ o 1'.' ,” .
Matematickou indukei nyni jiz snadno ovétime, Ze nekonecna soustava dile
rencialnich rovnic (4.8),(4.9) mé jediné feseni

e (A
k!

Pr(t) =e

4.2 Spojita rozdéleni GO

Jinymi slovy: Proces vyskytu udalosti s vlastnostmi (a), (b), (¢) je nutné ta

alosti v intervaluy (0, ) ma Poissonovo rozdéleni s parame-
trem At Muazeme se zamyslet 1

kovy, ze pocet ud

moc se konstanta A obvykle nazyvi intenzita
vyvskytu udalosti 0O

Priklad 4.5, (Negativné binomické rozdéleni) Uvazujme podob-

nou posloupnost pokusi jako u binomického rozdeleni: v diléim pokusu zdar

nastava s pravdépodobnosti p, nezdar s pravdépodobnosti 1 p. Necht r

jo dan¢ pevne prirozend cislo. Nezavislé dilei pokusy opakujeme tak dlouho,

dokud pocet zdara neni roven ¢islu r Nihodna velicina X, ktera e rovia po-

¢tu nezdarn, jez predehazeji r-tému zdaru, mize nabyvat viech nezipornych
celociselnych hodnot. Nahodny jes (X

k| nastane, prave kdyz v prvnich
S 1 pokusech nastane prave r

I zdari a soucasne v k + r-tém pokusu

nastane zdar. Hledanou pravdepodobnost teds dostaneme jako
o . k+ 1 |
P\ k| ( .1 )pr e I'J,‘l" k=0l
k+r—1
(4.10) = ( ),Ml—m*. ki=0; T o s
r—1
Pro r I se pouzivia ndazvu geometrické rozdéleni. Pravdépodobnosti

geometrickeho rozdéleni jsme jiz zjistili u Boscovy-Einsteinovy statistiky. ()

Priklad 4.6. (Hypergeometrické rozdéleni) Méjme N predméti,
z nichz prave A ma vlastnost V. Z téchto N predméti nahodné postupné
vytahneme (bez vraceni) n predméti. Nahodna velicina X udiava pocet taze-
nych predmeti, které maji vlastnost V. Tato nahodna velicina miize nabyvat
pouze celociselnych hodnot z intervalu (k) ka), kde je by = max(0, A+n—N)

ko = min(A. n). Jako elementarni jev zvolime n-tici vytazenych predmétin.
5 Fii 5. i N 3 bod i 2
Protoze nezalezi na poradi, bude |} = (7). Mezi vybranymi piedméty se

muze vyskytnout prave k predméti s vlastnosti V celkem (A\) zpusoby a
- v, ® - . N o - .
n — k predmeéti bez této vlastnosti celkermn ('“7;“‘) zplsoby, takze je nakonec

. () (52
(4.11) PX =k = ——2=*7 ky <k <k, &)

| ()

4.2 Spojita rozdéleni

Distribuéni funkce diskrétniho rozdéleni je schodovita (po ¢astech konstant-
ni) se skoky pro takova z. ktera se mohou s kladnou pravdépodobnosti
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hodnota nahodné veliciny. Ke spojityin “’"yl nim patyj
p 10¢ ‘ R Y " i Lde,
i Iy distribucnl funkce nema zadny bod nespojitosti, kdy j;
rhy )k integral s proménnou horni mezi z néjaké jiné funkee
AKO 1 pldl s

7¢ nahodna velicina X ma spojité rozdélenj,

vyskytnout ]
opacny extre '
lze navic vyjadiit

Definice 4.4. Rekneme,

0 kter lati
jestlize existuje funkee fy, pro kterou p

(4.12) Fx(z) _/ fx (t)dt.

; ¢ verze funkee fx 2 ( [12) se nazyva hustota rozdéleni nahodne
Nezaporni verze N 7
veliciny X
Vztahem (4.12) neni funkce fx

[y je (absolutne) spojita a ma ltll[h.. e

o () — fo(z) pro x, kterda nenalezi do ne . ‘
v jll\ (:l) l": l\t( ra jsou body spojitosti hustoty fx(x). Oviem na

§ F ‘o ta x, ktera y ¢ _ »

B ing nulove napiiklad v nejvyvse spocetne mnoha bodech) mizeme
: ll narusime pozadavek (4.12) Pozadavek

dana jednoznacne Distribueni funkce
7 konecnou derivaci vinde na B, Platj
aké mnoziny nulove miry, rog-

mnoziné nulové miry (
funkei fy (x) definovat libovolné, an i R e e
na nezapornost hustoty neni nijak omezujict, jak plyne z fid j v,

Véta 4.5. Pro funkel fx(z) 2 (4.12) a pro a < b plati

b

(413) Fy(b) - Fx(a) = / fx (bt
b

(4.14) Pla< X <b] = fx (t)dt.
b

(4.15) Pa< X <b] = / Fx(t)dt,
(lL|

(4.16) Pa< X <b = / fx (t)dt,
b

(4.17) Pla< X <b] = / fx (t)dt.

Dale plati

(4.18) [ fx(t)dt = 1,
(4.19) T€R = fx(z)>0 skoro vsude.

D i k a z: Z vlastnosti distribu¢ni funkce plyne fada vlastnosti hustoty.

1.2 Spojita rozdéleni 71

Predevsim, pouzijeme-li vztah (4.12) v rovnosti (1.5), dostaneme

b i
Pla < X <) / fx(t)dt / fy(t)dt

[}
/ fy(t)dt,

kdyz jsme pouzili aditivni viastnost mtegralu. Takto jsme dolézali (4.13) a

(4.14). Vztahy (4 15)-(4 17) dostaneme. kdyvz \\”‘-"l.i"““' skutecnost. ze pro

spojite rozdéleni musi byt distribuéni funkee spojita (dokonce absolutne spo-
jita), takze pro kazdé r € R musi platit P[X x| = 0.
Vztah (4.18) je ekvivalentni s druhyin vziahem z (4.4). Funkee fy (@)

z (4.12) je nezaporna, protoze distribuéni funkee Je neklesajici t
Lze dokazat podobné tvrzeni jako o distribucni f(x)
funkei. Je-li g(x) nezaporna funkce splivjici —
’ PIX € (a,b)]
/ g(r)de = 1,
existuje nahodna veli¢ina X se spojitym rozdéle- 4
nim, jejiz hustota je (az na mnozinu nulové miry)
totozna s funkei g(x). Pii diikazu se vyjde z toho, ‘
ze funkce i
o’ 1
G(r) =j gl(t)dt L_ 2 r
0 a b N

ma viechny vlastnosti distribuéni funkce.

Pro predstavu o interpretaci hustoty jsou asi Obrazek 4.2: Vyznam
nejdulezitéjsi vztahy (4.14)(4.17), graficky zna- plochy pod hustoton
zornéné také na obrazku 4.2. Navic, zvolime-li a = z.b = = + Ar, mizeme
pouzit pribliznou rovnost

T+Ar
/ fx(t)dt = fx(x)Az,

takze dostaneme
(4.20) Plr < X <z +dz] = fy(z)dz.

Priklad 4.7. (Rovnomérné rozdéleni) Méjme realna éisla a < b,
Funkce

flz) = 0 F(z) = 0 r<a
(4.21) = _la = £ a<x<hb

= v msr mm wn ma

v . v mmem o G —
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4 distribucni fun
(0,1) Interpretace
avdepodobnost)

nréuji hustotu

(4.20) je v tomto pripadé velmi nazorn;
nim na intervalu ( . ]

» (iednotk WA pr je na intervalu (a, b) rozprostiena ro,
jistota (jednotkove ’
| frné (
nomerne.

s F(x)
(r)
1 I 1
b—a
—_— - 7‘—__1 a 7)‘;
¢ b) Distribucni funkce

a) Hustota

Obrazek 4.3: Rovnomerné rozdeleni

Piiklad 4.8. (Exponencidlni rozdéleni) Uvazujme nahodny jev, ktery
v nahodnveh okamzicich, pricemz vyskyty v neprekryvajicich

se vyskyvtuje
ech jsou nezavisle. Oznacme symbolem (Q(t) pravdépo-

se casovych interval
dobnost. ze sledovany jev nenastane béhem intervalu délky ¢. Jsou-li ¢, ¢,
délky dvou na sebe navazujicich casovych intervali, pak nas predpoklad ]ze
zapsat jako

Q(t: +t2) = Q(t1)Q(t2).
Piedpokladejme navic spojitost funkce @ a Q(0) = 1. Pro ¢t > 0, At > ()

mizeme psat

InQ(t+ At) = InQ(t) +InQ(AL),

takze po upravé mame

InQ(t+ At) —InQ(t) _ i In Q(At)

= ] e _/\‘
_\zl‘&”(l)w‘— At At—0+ At '

kde jsme oznacili jako —A derivaci funkce In ) v bodeé 0 zprava. Dochazime
k diferencialni rovnici

d ,
aan(t) ==,

kci nahodné veliciny s rovnomernym rozdee.

{3 Rozdéleni funkce nahodneé velidiny 73
0"

Eoni At - x

ktera ma reseni (L{Hr ( » splijici pozadavek Q(0) 1. Oznacme jako
\ nahodny okamzik, kdy nastane (poprvé!) sledov :
ie Fx(t) | (Q(t), tedy

= At
(4.22) Fy(t) {I ! : t>0

any nahodny jev. Zrejme

() t< ()

Nihodnd velicina X' i exponenciilni rozdéleni s parametrem A, coz

oznacime X~ ex(A). Hustotu dostaneme snadno derivovinim distribucéni

funkce

,— Al
(4.23) fx(t) {’\' t>0, ~
0 t<0

J(2 (1)
1,0

0 — g
K 0 1 2 3
a) Hustota b) Distribu¢ni funkce

Obrazek 4.4 Exponencialni rozdéleni s parametry A=1 a A=2 (tuéné)

4.3 Rozdéleni funkce nahodné veli¢iny

NMize byt uzitecne zajimat se o rozdeéleni funkee nihodné veliciny. Misto vy-
cetni tlonstky kmene nas maze napriklad zajimat spise jeji logaritmus. Uve-
denou sitnact musime ziejmé modelovat pomoci slozené funkce. Méjme na-
hodnou velicinu X definovanou na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P),
méjme dale realnou funkei g. Kdy ma smysl hovorit o ¥ = g(X) jako o na-
hodné veliciné” Pochopitelnym (a jedinvm) pozadavkem bude

[g(X) <z] = {weQ:g(X(w)) <zx}e Aprovsechna x € R.

Tomuto pozadavku meéritelnosti vyhovuje napiiklad spojita funkee g.
I A 3| I po) 4

hustotu
1 22 /2

(4.24) w(z) = \/—2_Tre /

T ——

Scanned by CamScanner



P . 7 . N

I 4 NAHODNA VELICINA
74

wovaného normalniho rozdéleni

Distribuéni funket tohoto norir

S 1 t2/2
. _— ot /Adt
(4.25) = / Ve
vsak podrobne tabelovina
esné aproximace (viz [21’
nahodna velicina Z ma

nelze vyjadiit pomoci elementarnich fnnk(:i. je v
v dostupnych tabulkach a jsou namy pu’mu?m- p{

Meéjme ¢isla p € R0 > 0. l’i‘mlpcxkl’u‘ll(g]uw: ze e = o
normalni rozdéleni s hustotou (4.24). Niahodnd velicina i+ oZ ma
distribuéni funkci

Fyly) = PV <y = Plu+0Z <yl

y-u, _ @ i’_’_,!‘,)
Piz< =1 = '( 7 .

r_r l

= o Il_-':vl",(ls.
./\ V2

Po substituci z = p + oz dostaneme distribuéni funkei nahodné veliciny 1}

v _1 (x =1\ 4y
Fy(y) = - exp (—T) da,

2ra

ve tvaru

takze hustota nahodné veliciny Y je nutne

1 (y —w?
(426) f}(y) — ﬁa exp .-T

Také rozdéleni nahodné veliciny Y se nazyva normalni.

f . T . L
4 -2 0 2 4 4 -2 0 2 4
a) Hustota a) Distrioucni funkce

Obrazek 4.5: Normalni rozdéleni N(0,1) a N(0,4) (tucne)

Symbolicky piseme
Y ~ N(pu,a?), takze tvrzeni. ze Z ma normovane normalni rozdeéleni zapi-

seme jako Z ~ N(O, 1). O

kScanned by CamScanner

1.4 Kvantily .

Prikl: . Toskp .
fiklad 4.10. Necht ma nahodna velicina X' rovnomeérné rozdéleni na

intervalu (0, 1). Naleznéme d :

o istribueni funkei a | : »
F -2 a huastotu i Cvelicdiny
) X? Pro0<y<lije niahodné veliciny

Fy (y) P[Y < y]
PX" <y
PLY < Y]
v,

jinak je Fy(y) Oproy <0, Fy(y)

I pre . —
dostanieine histoti pro y = 1. Derivovanim podle y

Iy () o proy <0,
|
g\yﬂ pro ) < y < 1,
()

proy > 1. O

Priklad 4.11. zdéleni y° lecht
b :(h”t,l,l (Iﬂlo.zdclr.m‘ x“(1)) Necht Z ma normované normailni
. 0i M U,“}l #(z). Hledejme hustotu nahodné velicing X = Z2. Prc
x < 0 je distribuéni funkee i hustota nulova. pro .z >0 (l()HT‘lllll"lIlt" . ,
Fx(z) = P[Z? <]
= Pl-vz < Z < /7]

T 1
- / i S
Jovz V21 @

n T 1
_ g 1/26-t/2 4,

/n V2w B
takze po zderivovani podle x dostaneme hustotu tvaru

(4.27) fx(z) = —1- -1/2,~z/2
o m_]: () N

R(.ml(”u'm nzlhcidne velidciny X s hustotou (4.27) se nazyva x*-rozdéleni
s jednim stupném volnosti a znaéi se X ~ x3(1) v : 68

4.4 Kvantily

Zejmena ve statistice se pouziva nasledujici pojem
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Definice 4.5. Necht Fl(zx) je distribucni funkce nahodné veliciny X
Funkce ‘
inf - R Flr <u<l,
(4.28) F1(u) =inf{z € R:F(z) >u}, U <
g ixiny X ) < < e :
se nazyva kvantilova funkce nahodné velicimy Y. Pro0 < a < 1se hodnota
F~' (&) nazyva a-kvantil. |
distribuéni funkee na mnozine
lvantilova funkee totozna s obyc

tervalu.

: . seR:0< F(zx) <1

V pripade, ze je { }
spojita a rostouct, je
k distribucni funkei na tomto m

qnon inverzni funkei

I'(z) F=Y(u) ’
1,0 e I r f
e ! /
7 J
0,5 / 2 ;
.//
1t //
% 1 2 A Ko 0,5 To "

a) Distribucni funkce b) Kvantilova funkce

Obrazek 4.6: Distribu¢ni a kvantilova funkce exponencialniho rozdéeleni

Velmi popularni je hodnota ®~1(0,975) = 1,96, tedy 0,975-kvantil normo-
vaného normalniho rozdéleni. Vzhledem k symetrii hustoty tohoto rozdéleni
kolem nuly pak totiz pro nahodnou velicinu Z s rozdélenim N(O, 1) plati, ze

(4.29) P(|Z| < 1.96) = 0,95.

Pomoci kvantilové funkce lze vyjadrit také casto pouzivané kritické
hodnoty. Napiiklad ma-li nahodna velicina Z normované normalni roz-
déleni s distribuéni funkei ®(z), pak pro a € (0,1) je kriticka hodnota defi-
novana vztahem z(a) = ®71(1 — a). Plati tedy

(4.30) P[Z > z2(a)] =a

Kritické hodnoty dalsich pouzivanych rozdéleni zavedeme v oddilu 8.4.

Piiklad 4.12. Piipomenme exponencidlni rozdéleni z prikladu 4.8. Pro-
toze jeho distribuéni funkce je na intervalu (0, oc) rostouci a zobrazuje jej
na (0,1), je kvantilovd funkce inverzni funkei k 1 - e~ %, tedy

F"(u):—%ln(l—u), ue (0,1).

Fe e ey — e r— e e

4.4 Kvantily

=]
~

F(r)

1 F=1(u)
8/9 o 2r o0
/9 FOo——— 1 o—
— ]
' 2 i) v T

a) Distribucni (e .
ni funkee b) Kvantilova funkce

Obrazek 4.7: Distribueni a e c =
s stribucni a kvantilova funkee binomického rozdeleni

Y A . G . .

I Illfldd 1.13. ‘\‘}IJ‘J‘111~1 velicina X ~ bi(2, 1/3) nabyva pouze tii hodnot
s pravdépodobnostmi PLY = 0] = 4/9, P[X = 1] = 4/9 a P[X = 2] = 1/9
Kvantilova funkce F7!(u) je na intervalu (0,1) (podobnd Aila‘ku flistle)u("m:

funkce) zleva spojitd a ma tvar uvedeny na obrazku 4.7 b) O
F(z) .
i Ig ‘)l(u)
1
TFe=T[ e/
| W Y o SE— !
0 ‘ ;
0 1 5T (v " 4 .
2 00 51— u
b2 Tre-1 |1

a) Distribucni funkce bj Kvantilova funkce

Obrazek 4.8: Distribuéni a kvantilové funkce rozdéleni z piikladu 4.14

Priklad 4.14. Uvazujme nahodnou veli¢inu X . jejiz distribucni funkce

je dana vztahy (obr. 4.8)

0 a0,
Fx(z) = 1/2 0O<z<l,
1/(1+e77) > 1.
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Kvantilova funkce je dana vztahy (obr. 4.8)
0 0<u<1/2,
F~(u) = 1 1/2<u<1/(1+eh),
w>1/(1+e ). @)

In(u/(1 —u))

4.5 Moivreova-Laplaceova véta

Poissonova véta 4.4 urcuje asymptot ické chovani binomického rozdeéleni pri
limity binomickych pravdépodobnosti pitn — oo,

n — oo ap — 0. VySetieni
antni, je nlohou teorie pravdepodobnosti

je-li pravdépodobnost zdaru p konst
s velmi dlouhou a vyznamnou historii.
Véta 4.6.(Moivreova—Laplaceova lokalni véta 1801) PPro p €

(0,1), g=1-p, piin = 0, plati

Y k n—k 1 . - 1/2
— (T k)| = 0N )
(k)p 7 /P P(zn.k) (

kde @(z) je hustota norméalniho rozdéleni dana (4.24) a

(4.31) max

0<k<n

")

Je-li tedy X, ~ bi(n,p), pak PX, =k = ﬁg{rn,k) + o(n"Y?) pii

n — oo stejnomérné pro 0 <k < n, volba p = ¢ = 1/2 pak implikuje

2n 5 1 _1/2
P[Xan =n] = (5)2“" Sk —; foln~ ),

jsme obdrzeli pomoci Stirlingovy

coz je zpresnéni limitniho prechodu, ktery
formule v odstavci 3.7 o nahodné prochazce. Obecnéji plati

1

P[Xn = [np]] = T

Graficka znazornéni na obrazku 4.9 ilustruji platnost limitniho prechodu
dosti presvédéivé. Pro nazornost je na vodorovné ose pouzito vzdy stejné
méfitko pro veliéinu z,, ;. a kazdé znazornéni obsahuje graf hustoty rozdélent
N(0,1). Jednotlivé obdélniky maji pak plochu umérnou pravdépodobnosti
veli¢iny z, &, jejiz hodnota odpovida stfedu daného intervalu.

+o(n~1/?).

4.5 Moivreova-Laplaceova vt 3
«

P[_\' =k)

Plx=4]
2 Al .—U 1 2 3 Ln t‘ 3 -2 -1 ¢ 1 2
bi(5.0,1) bi(5,0,5) o
J, U0
Plx=¢ Py =g
N =k
-3 -2 -1 ¢ 1 2 3 T k 3 b
bils i -3 =2 -1 ¢ 1 2 3 Tk
i(50,0,1) bi(50,0,5)

Plx=k

3 -2 -1 0 1 2 3

bi(500,0,1)

Obrazek 4.9: Souvislost binomického rozdéleni s normalnim
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ame definici l<:01r1PlC-‘51111 expox}tenmely €% = cosq 4
fipomenit” sho i -4lniho poctu:
Daka?z Pl'lri-(:tqhy Klasického integralniho |
q zIAMe d
.gina a dva? N
N 1 we—iuie‘“'”du, z € R,
432) #@) 21 J—oo ’ -
( | 1 [T oaG-»at, k=2 0 (Kroneckerovo §).
ol e )
6-“" = 27 J-m

Odtud plyne

n\ x . n—k
q
(k)p

Pocitejme dale:

k =k

n =

I

1

I\

> (ﬂpj q" 9k
j

j=0

n —1_. /ﬂ' e"itk (n')pJCqu"_jdt
= Z 2 Jow J

J:O
. 5 [7 etk (pe'® + g)"dt.

T

s itk it )ndt
& (pe” T4
v |
. n
[m o5 (pe7F +q) du

— /APl .
(provedli jsme substituci u = t/7pg)

. n i, n
/ﬂ‘ﬁfp_q- ol Tk (e"“ﬁ) (pem + q) du
— 7P

TR E_))ndu,
[ o

7 /TPq

" =4 3
ke S(y) = pe?V7 +qe /i,

Pouzijeme-li nyn

2my/npd O
o]
/—ﬂ\ﬁl_ﬂ_q

&

Scanned by CamScanner

% 1
(F.‘)p 4 m

{ také rovnost (4.32); pak

k n—k o(Tn k)| =

400

i (s (%))ndu = [_m

. 2
C—lu Tn,k e—u /2du

4.5 Moivreova-Laplaceova véty

m/npq (S u n ,
< — — o—u?y2
- /—,—r‘/upq (ﬁ)) ) ’ /

— In + Jn: (protoie [(j_i“l'n,kl = 1)

81

2
e 2y
ul>n /7pq)

du +/
[l

Ziejmé plati limn_, o J, = 0 (zhytek T— ’
, s S e erge i
dokézana, ovérime-li, Ze je lim, gentniho integy

y i dlu). Véta bude
do Taylorovy fady:

n = 0. Rozvineme nejprve funkei S(y)

= (iy\/z)k < | —iy, /L ¢
ﬂw=p§; M”-WE}L%ﬁl:l—i+am

Odtud je

(%)

k=3 \VT
5 k
L1 (T )
=3 .

pii n — co. Odtud jiz plyne, ze

. i n o uE N n .2
s (5 (20)) = i 1 £ )t

pro —oo < u < oo. Zjistili jsme, Ze integrandy v integrélech I

iz 1 konverguji
k nule a tudiz také lim,_, I, = 0. ( n erguji

P o Moznost zdmény limity a integralu lze
po jiste namaze overit metodami, které jsme pouzili PIi vySetiovani funkce

(8 (u/v)") o

Rad konvergence (4.31) umoziiuje prepsat nade tvrzeni do integr
my:

alni for-
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Laplaceova integralni véta) Pro p € (), 1) a

ivreova- S Ry p
i hodné velitiny s rozdélenim bi(n, p). pa.

véta 4.7. ( chf X, jsou nd

~ppda &< oonE

plati lim P le < ,\'_‘\FZ_-“—" < b] = ®(b) — P(a),
(4.33) nr00 i

je distribuéni funkee normovant ho normilniho rozdeleyj,

= [V p(x)dx konverguji i
sanamencime, ze ko limite o (b) - la) = Ju ¢(z)dz konverguji i po.
Poznamencymt, & b] P[” < Xo—np < b] atd., protoze podle véty 4.6

sloupnosti Pla € <7 N \ﬁ”;”tv,',l k. Tvrzeni voty 4.7 lze velv:
Ii P[X kazdé celé cislo k. Z Yoo lze velm;
je limyooe Pldn

= k] =0 pro
% it (vita 9.6).
statné zobecnit (veta 9 .
l‘“d;) lil k a z: Pomoci vEty 4.6 dostidvame:
p [ < Xy—-np < b] = P[[np+a npg) +1 <X, <[np+ bm]
a< ————
npy

kdeq=1-pa®(2)

kh,n

S PLXn = k]

l\':kd,ﬂ

kh,n 1 5
D ( o(Tnk) +0(n‘”’)) ;
npq

k—_—ka.n

1l

kde

.’in,n = [np + a/npq| + 1, kb,n = [np-i- bV APl Sk = \/m .

Jelikoz soucet v mezich kq 5, ko mé celkem Ky n — ko n+1 < Cy/n séitancy,

biin Al _ L
plati lim 00 Y gk, 02 1/2) = 0. Odtud jiz plyne, Ze

kp,n 1

b
X,—np ] ) _
i L~ <bl=lim o(znk) = [ o(z)dz,
ﬂ1_1.1’1‘:10P [a < mpq n-00 k'_%;.n VIpg 2

protoze je Tpi+1 — Tnk = ﬁ/ﬁ a soulet v predchdzejicim fadku je vy-
tvofujici Riemanova suma pro integrdl uvedeny na konci radku, protoze
Tk, —*baTak,, = apiin— oo a

Piiklad 4.15. Pii studiu ndhodné prochizky v odstavci 3.7 jsme jako
S, oznadili celoéiselnou polohu éastice v okamZiku n. Odvodili jsme jeji
rozdéleni pravdépodobnosti P[Sp, = 2k — n] = (})27" pro k = 0,1,...,n,

4.5 Moivreova-Laplaceova veta
83

tedy (n+ 50)/2 ~ bi(n,1/2)

eatisdl - Veta 1.6 tudiz implikuje platnost limitniho

o — 9l _ _ S-_l.. + 2r SRS
P[b‘.’n — —(’\ H)] =P [—T—! — 'I‘] — _\/'L_'—"-\']' (('l‘ “) ) _i.”(”—ll'.')

< ™ n
piin 200,k =0,1,.... Pouzijeme-li vty 4.7, dostivime P [” < 3 < h] -y
B ']‘ 5 ; ) Vvn
O(b) (@) pii n = o0 pro kazdou dvaojici a < b, O

Tvrzeni véty 4.7 lze zapsat ve tvary

P[A€X.x% B]- (q. (ﬁﬂ) P (-'1 -\ \|_,
Vi N4

: . - - = '.. L - = .- ’ , -e syt oy . 2
pro —oo < A < B < 0. Nékdy, zejména pii nepiilis velkyeh hodnotiach n,
se pouzivi ponckud presndjsi aproximace

(4.35) PA<X,<B|=d (H_*_“"_‘”_I') _p (A= 05—np
VItpy Vg !

kterd prihlizi k celo¢iselnému charakteru hodnot nahodné veliciny X,,.

Priklad 4.16. Hodime symetrickon kostku celkem 12 000-krat. Jaka
je pravdépodobnost P toho, Ze pocet Sestek lei v intervalu (1800, 2100)7
Bylo by velni obtizn pofitat soutet -21%,, (1200) (1)F (212000 "p
mitni piechod v (4.34), kde zvolime p = 1/6, A = 1800, 3 = 21(}0, n = 12000,
nabizi aproximaci

(1.34) lim

n—00

P = & 2100 — 2000 3 1800 — 2000

/1200013 \/ 12000} 2
= B(v6) - ¢(-2v6) = $(2,449) — B(—4,899)
= 0,992,

(Pf1 vypoctu jsme pouzili tabulku hodnot distribuéni funkce $(z).) O
Nékdy je uZitecny jiny zapis tvrzeni véty 4.7:

P[5 -rl<d] - (+ (@) -+ ()l -

pro d € (0,1).
Priklad 4.17. Nezdvisle opakujeme pokus s vysledky 1 a 0, které maji
neznamé pravdépodobnosti p € (0,1) a ¢ = 1 — p. K odhadu parametru p

(4.36) lim

n—o0
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lativni fetnost Xn/n, kde Xa oznatuje pocet jednicek v sérij
pouzijeme relat o X ~ bi(n, p), véta 4.7 ve znéni (4.36) umozije stanovyit
po}fusu. P_rotpozﬂ J)ngghu)" k zajisténi piedepsané presnosti odhadu 6 > () g
POC{ztl E?g;ltsiulvllﬁ € (0,1). Hleddme nejmen3i prirozené ¢islo n, které spliyje
spolehlv

nerovnost X,
PI[=-»
n

Kkterou podle (4.36) muzeme aproximovat nerovnosti

B _255_) By (4 nd ) =2d (—%‘i—) -1>1-3,
ktera je ckvivalentni s pozadavkem nd/\/mpq 2 :(t’ﬁ/?), kdf_! 2‘([))’ je fefen
rovnice ®(z(p)) =1-p (kriticka hodnota_ uormox'aneh(l) ll()!.lll'd].l‘;lh() rozde-
leni, piehled oznaceni kritickych hodnot Je uveden v tab%xl(}?.s__, samotné
kritické hodnoty jsou uvedeny v .-\ppyend@u, tflb. B1). F‘?“Z”P“‘C‘h odhad
pg < 1/4, prichazime k zévéru, ze potiebny pocet pokust je dén nerovnosti

Volba 6 =005a1— 4 =09 tudiz vyzaduje vice nez 270 pokusi. O
Zavérem poznamenejme, Ze korektni odvozeni spravnosti limit v (4.34)
a (4.36) vyzaduje znalost té skutecnosti, ze posloupnost pravdépodobnostf

P [a < -\\"/—"—ﬁg < b] (viz (4.33)) konverguje k rozdilu ®(b) — ®(a) stejnomérns
e . « . ., . X
pro —co < a < b < oc. Mime oviem k disposici mnohem hlubsi a presnéjs
zjisténi: |
Véta 4.8.(Berry-Essénova nerovnost) Bud X, ~ bi(n,p) a F,(x)

T v e qeme  Xy—mp )
necht oznatuje distribuéni funkei ndhodné veliciny Tt Pak

My=_sup |Fale) - #(z)] < 0,79952 =
tj. Mn < 0,7995n~12 piip = ¢ = 1/2.
Dukaz této nerovnosti je mimo nade moznosti (viz napiiklad [18, str.
282]), nerovnost sama je velmi dilezita.
Aproximace binomického rozdéleni rozdélenim normalnim prostiednic-
tvim (4.32), (4.34) nebo (4.36) maji (piesné) iad O(n='/?) a jsou tim pres-
néjéi, ¢éim mensi je vzdalenost pravdépodobnosti od 1/2. (Funkece f(p) =

2 .. ~ v v
i% na intervalu (0, 1) nabyva svého minima v bodé p = 1/2, pfi¢emz
p(1-p

f(1/2) =1

4.6 Cviceni
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4.6 Cviceni
4.1 .Uréete rozdéleni celkového pottu ok, kterd padnou pfi hodu tfemi hracimi
kostkaml.

4.2. Rozhodnéte, které z nésledujicich funkei Jsou hustotami:
a) csinz pro x € (0,7/2)
b) esinz pro z € (0,27),

)

) .3
c) czle™™ prox >0,
3 )
d) cxe ",
4
C) Clj’:e'kf‘E y
R
g) CCI,

h) ce™" pro x >0, jinak ¢(1 + ).
Mimo vymezeny interval je nabizend funkce vidy rovna nule.

4.3. Pro ndhodnou veli¢inu s hustotou

| 3z? pro0 <z <1,
fizl = { 0 jinak.

najdéte distribucni funkci, kvantilovon funkci a pravdépodobnost P[1/3 < X <

2/3).

4.4. Pro ndhodnou veli¢inu X s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (-1, 1)
uréete pravdépodobnosti

a) P (_\'3 > lz),
b) P(X?*> 31X >0).

4.5. Pro nahodnou veli¢inu X s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (1,2)
urcete pravdépodobnosti
a) P(1/X < 3),
b) P (1/X* < 3).
4.6. Necht
0 proz <0,
F(z) =< sinz pro0<z<n/2
1 pro z > /2.

Urcete distribu¢ni funkei a hustotu ndhodné velitiny W = sin X.

4.7. V lese, jehoz hranice tvofi na mapé rovnostranny trojihelnik, se ztratilo
dité. Predpoklddame, ze pravdépodobnost toho, ze dité je v uréité &asti lesa, je
umérnd pouze velikosti této ¢dsti, nikoliv jejimu umisténi.

a) Jaké je rozdéleni vedalenosti ditéte od zvolené strany lesa?
b) Jaké je rozdéleni vzdalenosti ditéte od nejbliz&i strany lesa?
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déte rozdéleni objemu krvchle, jejiz hrana ma nahodnou délku s roy.
.8. Najdéte rozdele 3
o : nim na intervalu (0,10).
(i kogikové stiidave hézeji na kos tak dlouho, dokud jeden z nic,
4.9. Dva hl"“}élh ?:'7-1.-;&11!1(3 koS s pra\'(lépo(lnbnosti 0.4, (]ruh_v s pravdépo.
et Gplgn‘l te“:gz(;éleni pravdépodohnosti poctu hodi, které provede kazdy
dobnosti 0,6. Urce

nomérnym rozdéle

7z nich. o )
a dvé mezikruzi s ¢isly 2 a 3. Zasah do kruhy,

zikruzi ¢islo 2 znamena 5 bodu a zdsah dq
mezikruzi ¢islo 2 a 3 |ze

4.10. Teré tvofi kruh ¢islo 1
' A &. zasah do me
amena 10 bodi, zasa ! ‘€
4 ( amena -1 bod. Kruh c¢islo 1, resp 1 V
; které jsou po fadé rovny 0.5, 0.3 a 0.2, Uréete
ho poctu bodii ziskanych po tiech vystielec),

¢islo 1 zn
mezikruzi ¢islo 3 zn !
t s pravdépodobnostmi,

zasiahnou . ;
podobnosti nahodn¢

rozdéleni pravdé

'Scanned by CamScanner
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5. Nahodny vektor

V' praxi velmi casto pracujeme nejen s jedinou nahodnou velic¢inou, ale
také s nahodnym vektorem. Zajimame se, zda nekolik nahodnych veli¢in
spolu néjak souvisi, zda lze ze znamé hodnoty jedné nahodné veliciny néco
rict o rozdéleni jiné nihodné veliéiny. Snazime se tedy vysetfovat zdvislost.
K tomu musime mit odpovidajici matematicky model, ktery umoziuje pra-
covat nejen s rozdélenimi jednotlivych nahodnych veli¢in, ale predeviim s neé-
kolika nahodnymi velicinami soucasné.

Rozsirme na mnohorozmérnou funkei X (w) = (X, (w). .. ... X, (w)) T ozna-
cent zavedene v (4.1):

(X <x] = {wef
@< X <b] = {wec

A
-
€
A
o &
A
-
54
/
&
2,

Jako B, oznacme nejmensi o-algebru nad intervaly tvaru
(—00,7y) x (—00,x2) X -+ X (—00,2,),

pro viechny vektory x € B,,. Nyni mizeme rozsirit definici nahodné veliciny
také na nihodny vektor.

Definice 5.1. Méjme pravdépodobnostui prostor (2, A, P). Realna vek-
torova funkce X (w) = (X (w),..... X, (w))T definovana na €, pro kterou
plati

xeR, = [X <x]€ A,

se nazyva nahodny vektor.

Misto nahodny vektor se nékdy pouziva oznaceni vektor nahodnych ve-
li¢in nebo vektorova nahodna veli¢ina.
Nahodny jev [X < x] lze psat také jako N, [X; < z,]. Zvolime-li pevné

i=1
J z hodnot 1,... n, bude nutné limita monotonni posloupnosti ndhodnych
jeva
n
r)ll_r}lt m[_\, <xy) = f}[,\l < )
i=1 E ]

opét prvkem o-algebry B. To znamena, Ze n — 1 rozmérny vektor, vznikly
vyloucenim j-té slozky z ndhodného vektoru X, je opét nahodnym vektorem.
Navic, zapiSeme-li posledni vztah pomoci distribuéni funkee. dostaneme

hm By .5 (@500 Ths 5 555%0)
Tj—00

= FXy X0, X000 X (Lo Tty By, 0 )
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5.1 Diskrétni rozdéleni

Jestlize néhodny vektor X nabyva p(mxo.nl.‘j"_‘"-;'.(‘ ﬁl)}"""'“.‘i’ mnoha h'f“l“Uf:
jde o diskrétni'rozdéleni. Podobné jako _]SIII("(llSk'l'(i.til.l ,llm,(llelfl_l.-l I}gll‘l()tlllt‘
veli¢iny popsali iiplné seznamern hO(lIlU(,-kt,L:l}('}ll \l(ll(lI:([l ‘nl(‘\ )\(l\lx a h(,?/.llfl’-
mem 1;1'm'd(3p0clobnosti tgchto hodnot, popiseme CUSKICLIL 104CCICHL Napri-

i AT ¢ carnarmt :
klad dvourozmérného nahodného vektoru (X,Y)" pomoci seznamu hodnot

a pravdépodobnosti véech moznych dvojic téchto hodnot

PIX =z, Y =y) i=LZ- J=12
kde s 00
S S Pix =¥ — )=
i=1 j=1

pii tom, ze pro kazdou (l\'O:]"l(‘i i ,#‘_j plati z; ;éi,,-{ ay, #
y;. Pokud nékterd z nahodnych velicin X} llélb‘}'\'k} p(fuml konecéné mnoha
hodnot, vystacime s konefnym seznamemn a l<o:1(>("11}'111 souc tcm.- .

Nyni se vénujme souvislosti rozdeéleni ndhodného vektoru (X, Y)' s roz-

Piedpokladame

délenimi nahodnych velicin X,Y. Néhodny jev Ry = 1,} 111!51?/.(»1119 \,.‘Viiéd-
fit jako U‘Jt":‘l{‘\' = z,,Y =yl Protoie.pm,k #’J .|s0}1'naho(l'nv jevy
(X=z,Y=y) [X = 2,Y = v uoslu‘("lt.elnv a ndhodné jevy [Y = ],
[Y = y2), ... tvoif uplny systém jevil, plati

00
(5.1) PIX =2)=Y PN =u.Y =yl i=12...

i=1

Vztah (5.1) ukazuje vztah mezi sdruzenym rozdelenim nahodného vektoru
(X.Y)T a marginalnim rozdélenim nihodné veliciny X. Podobné mizeme
psat

oo
(5.2) PV =y]=Y PN =z, Y =y] =12

i=1

Piiklad 5.1. Uvazujme vysledné znamky, které ze dvou predméti zis-

kali studenti. ktefi na konci semestru prospéli. Pro jednotlivé kombinace
znamek jsou pravdépodobnosti (na zakladé dlouholetych zkuSenosti exper-
tern uréené) uvedeny v tabulce 5.1. V&imnéme si vztahu mezi sdruzenym a
marginalnim rozdélenim, napfiklad pravdépodobnost P[X = 1] dostaneme
jako soucet (,1540,104-0,05=0,30.

5.2 Spojite rozdéleni

89
3 marginalni
0,05 0,30
0,05 0,35
0,20 0,35
marginalni Y 0,30

]ill-)wl}”\'-'l -:).I: -S(h'uz.(‘nv a marginalni rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych
velicin X a '} )

5.2 Spojité rozdéleni

en g .. - = . - s - o ~ ” ” 2 3 2
Pro spojité rozdéleni mizeme provest podobnon tivahu. Sdruzena distri-

bucni funkee Fy y- nahodného vektoru (X, Y)7 je dana predpisem
Fxy(z,y) =P[X <z,Y < y]

a sdruzena hustota fx y je pak takovou nezapornou funkei, ktera pro kazdou
dvojici redlnych ¢isel z, y vyhovuje vztahu

& "y
Fx y(z,y) = / / Sx.v (u, v)dudu.

Viude, kde méa sdruzena distribucni funkce derivaci, plati

9

dxdy

Protoze nihodny jev [X < z] mizeme pro libovolné redlné z vyjadrit
(jak jsme videli v fivodu této kapitoly) jako limitu monotonni posloupnosti
nahodnych jevi lim, ,[X < 2,Y < y], dostavame pro distribuéni funkci
nahodné veliciny X vztah

fxyl(zy) = Ex y(z,y).

(5.3) Fx(z) = lim Fyy(z,y).
y—+00

Vyjadrime-li tyto distribuéni funkce pomoei hustot, dostaneme

T T ]
/ fx(uw)de = lim / / fx .y (u,v)dvdu
—65 Y20 J o J-x

T o0
/ (/ fxvi(u, (’)(lt‘) du.
J—00 — 0 =
Je tedy

(5.4) / v (ev)do

— 00

i, ST A S« iy . 0 Mk - TN P 3 F

T =

S i Gk il A BT e
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marginalni hustota nahodné veli¢iny X.
Podobné jsou

Fy(y) = lim Fxy(x,y),

r—r00

|

fyy) = /7 fxy(u,y)du

distribucni funkce a hustota nahodné veliciny Y.

5.3 Nezavislost nahodnych veli¢in

Pojem nezavislosti nahodnych jevii jsme jiz zavedli. Je prirozené rozsirit je)
na nezavislost nahodnyeh velicin tak, aby nahodné veliciny X.Y byly ne-
zdvislé, prave kdyz jsou nezavislé viechny nahodné jevy Ax a By kde Ay
je tvrzeni (nahodny jev) o nahodné veliciné X', podobné Ay je tvrz ni (na
hodny jev) o nahodné veliciné Y. K tomu staci, aby byly nezavislé nihodné
jevy [X < x] a Y < y] pro viechna redlnd x,y.

Definice 5.2. Rekneme, ze nahodné veliciny X, o, ... jsou nezavislé,
jestlize pro viechna zy,rs,... jsou mnezavislé nahodné jevy [N} < ],
[X2 < 22),.... Rekneme, ze nahodné veliciny X, X, ... jsou po dvou ne-
zavislé, jestlize pro viechna x;, x5, ... a pro libovolnou dvojict indexti ¢ # )
jsou nezavislé nahodné jevy [X,; < z;], [X; < x;].

Specidlné, nahodne veliciny Xy, ... . X, jsou nezavislé, prave kdyz plati
(5.5) Fx, . x.(z1,...,2n) = Fx,(x1) --- Fx, (2n).

Prakticky uziteéna bude konkretizace pojmu nezavislosti nahodnych ve-
li¢in na pripad sdruzeného diskrétniho a sdruzeného spojitého rozdéleni

Maji-li ndhodné veliciny X, Y diskrétni rozdéleni, pak je definice neza-
vislosti totozna s pozadavkem

(5.6) P[X =z;,Y =y,] = P[X = ;]P[Y = y;]

pro viechna i a j.

Piiklad 5.2. V piikladu 5.1 uvedené nahodné veliciny X, Y jsou nutné
zavislé, nebot napfiklad je P[X = 1,Y = 1] = 0,15 # P[X = 1]P[} = 1] =
0.30 - 0,30.

Podobné pro spojité rozdéleni ma pozadavek na distribucni funkce za
nasledek vztah mezi sdruzenou a marginalnimi hustotami:

fxylzy) = mﬁ\’,)'(l‘!y)

jev zvolime dvojici (u, v)

5.4 Cviceni
7 91

2

mF,\'(lf')Fy(!l)

J
= f!—/f_\'(if)F)'(!/)
(5.7) = Ix(x)fy(y),

ctery silne pripomina vztah (5. : W DT , .
kter PL ¢ (5.6) pro nezavislé diskrétni nahodné veli¢iny.

Priklad 5.3. Uvazujme hod dvéma hracimi kostkami. Jako elementarni

! . kde u je pocet ok na prvni kostee, v je pocet ok
na druhé kostce. Protoze bereme v tivahy usporadané dvojice (‘u. v) (rozli-
sujeme mezi obéma kostkami), je |Q| = 62. Jednotlivé elementarni ]Ve\'\' jsou
stejne pravdepodobné. Zavedme dvé nahodné veliciny: N = u + v ]( (‘("ll.{()\'\"
pocet ok na obou kostkach, ¥ = |u — v| je uhh‘()lutnihhmlnnta 10'/,(iilurt(*('ht;)
pocti. Sdruzene rozdéleni nahodnych velicin X, Y ukazuje tabulka 5.2, v niz

x

Y 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12 marginalni Y’

0 10 10 1 0 1 0 1 0 1 6

1 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 10

2 0 0 2 0 2 0 2 0 2 0 0 8

3 o 0 o0 2 0 2 0 =2 0 0 0 6

| o 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 4

5 o 06 0 0 0 2 0 0 0 0 0 2
marginalni X 1 2 3 | B 6 5 4 3 2 1 36

Tabulka 5.2: 36-nasobky pravdépodobnosti v prikladu 5.3

jsou uwvedeny pro usporu mista 36-nasobky pravdépodobnosti jednotlivych
nahodnych jevi. Neprehlédnéte margindlni rozdéleni v poslednim pravém
sloupci & ve spodnim fadku. Z tabulky je ziejmé, ze nahodné veliciny X.Y
nejsou nezavislé, nebot je napriklad

. 2 . . 6 10
PIX =7V =1 = £ #PIX = 7PV = 1] = o0

5.4 Cviceni
5.1. Dvojice sou¢dstek ma dobu Zivota popsanu sdruzenou hustotou

e "7 Y?  proz >0,y >0,
jinak.

1
fxvy(z,y)= { g




e o R e

92 5 NAHODNY VEKTOR

a) Jaka je pravdépodobnost toho, ze druhi soucastka prezije 1)1‘\‘ni"‘

b) Jaka je pravdépodobnost toho, ze prvni soucistka alespon dvakrat prezije dru-
hou soucastku?

¢) Uréete distribucni funkei nahodné veliciny Z = X + Y.

d) Uréete distribuc¢ni funkei ndhodné veli¢iny W=X-Y

5.2. Necht X,Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na
intervalu (0,1). Najdéte distribuéni funkei a hustotu nahodné veliciny Z = X +1

93

6. Stredni hodnota

Nvni se pokusime o ,nemozné* | totiz o charakterizova

- PR ’ ni nahodné veliciny X'
pomocl jediného cisla, které budeme znagcit EX :

6.1 Diskrétni rozdéleni

Vezmeme nahodnou velicinu X s rozdélenim uréenym vztahem

: 1

Prikladem takove nahodné veliciny Je pocet ok na symetrické hraci kostce
nahodné vrhané na pevnou podlozku (n = 6). Pramér z moznych hodnot
nahodné veliciny X, totiz (n + 1)/2, jisté mozné hodnoty ('lu‘unkt('rizujv
docela dobie. Je vSak nepiijemné, ze pfi sudém n této ])l'tllll("l'lll" hruhmt.v
nahodna velicina X viibec nabyvat nemiize. .

V prikladu 4.1 jsme zavedli binomické rozdéleni. Zde se prumer z moz-
nych hodnot, totiz n/2, k nasemu tcelu nehodi, protoze vibec nezivisi na
parametru p. Muzeme viak vyuzit nasi znalosti pravdépodobnosti jednotli-
vych hodnot a urcit vaZeny primér

Z"(z)p*(l ="

k=0

Tuto myslenku muzeme pouzit také pro negativné binomické rozdéleni
z piikladu 4.5, kdy nahodna veli¢ina nabyva nekoneéné mnoha hodnot. Po-
uzijme

(6.1) Zk PLX = k],
k=0

nebo obecnéji

(6.2) i z, PLX = 1,].

1=1

kde zy, 72, ... je nejvyse spofetnd posloupnost navzajem riznych moznych
hodnot nahodné veli¢iny X.

U vzorce (6.1) nehrozi problém, ktery by mohl nastat u obecnéjsiho vy-
jadreni (6.2) v pripadé, ze by nahodna velicina nabyvala nejen kladnych,
ale i zapornych hodnot, kde bychom po prerovnani ¢lenn fady (po plecis-
lovani moznych hodnot nahodnych veli¢in) molli dostat jiny soucet. Proto

2 2, & & bar skl el St AR . B % - PR 3t mm et e —
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budeme obecné pozadovat absolutni konvergenci fady (6.2), ktera zajisti je-

dinon hodnotu souétu (6.2), nezavislou na poradi scitancu.

Definice 6.1. Nechf X je nahodnd veli¢ina s diskrétnim rozdélenim,
. Jestlize fada (6.2) konverguje absolutné,
azveme jej stiedni hodnotou na-
absolutné, pak fikame, 7e

ktera nabyva hodnot zi,%z2,..
oznatime jeji soucet symbolem EX an
hodné veli¢iny X . Pokud fada (6.93) nekonverguje
nihodna veli¢ina X' nema stfedni hodnotu.

Piiklad 6.1. Vratme se k binomickému rozdélent z piikladu 4.1. Stiedni
hodnotu muzeme spocitat prostym dosazenim do definice 6.1:

EX = 'Zlk(:)pl(l __p)n—-i.'
k=0
o n ___(ﬂ_-L)L— Jisl o 81 "
) npk‘;(”*k)!(k—l)!f’ @ =p)

= S P
. npjgu(n__l_j)!jlpl(l p)

= np.
Nejprve jsme ze souctu vylouéili nulovy séitanec, pak jsme s¢itaci index k
nahradili indexem j = k — 1 a nakonec jsme pouZili skutecnost, 7e soucet

pravdépodobnosti v binomickém rozdéleni s parametry 7 — 1,p je roven 1.0

Zkusme nyni upravit pojem stiedni hodnoty pro funkcei nahodné veliciny.
Jélenim, ktera nabyva hodnot

Méjme nahodnou velicinu X s diskrétnim rozd
z1,T3,. .- Pro kazdou redlnou funkei g je Y = g(X) nahodnou veli¢inou.
Ozna¢me jako ¥y, 92, . . . navzajem rizné hodnoty z hodnot g(x1), 9(x2), - -

Rozdéleni nahodné veliciny Y dostaneme pomoci
PlY =] P{we Q:g(X(w) =y}

Z P[X = :E,'].

ig(zi)=y;

1l

(6.3)

Sttedni hodnotu nahodné velidiny Y (pokud existuje a tudiz nezélezi na

poradi stitancl) mizeme spotitat:

Eg(X) = Y yPlY =y
i=1

= Sy Yy PX=z
i=1

ig(zi)=v;

6.2 Spojité rozdéleni 95

= X g(z)PX = z,]

J=lig(z)=y,

(6.4) > o()P[X = z].

Il

Posledni zpiisob vypoctu stiedni hodnoty Eg(X) je zpravidla nejsnazi

6.2 Spojité rozdéleni

Definice stiedni " nd 5 velidi
Elints 208 l1:1 _hodnot_\ nihodné veli¢iny musi i v piipadé spojité nahodné
reliciny mit stejnou inter aci it i I .
s wliﬂ,,i L\L‘{lis1t11te1prestlam. Opét musi néjak vdzit mozné hodnoty
¥ o pravdépodobnosti j vy ‘

: - bsti jednotlivych hod terd j
: I o - ) veh hodnot (které
vesmés nulové!) pouzijeme ve shodé s (4.20) hustotu rozdéleni (ktere Jeou

Definice 6.2. Necht na q ] a
i 1i1hodna velicir ¥ A jité & {
fx( ) ud J d 12 X ma spojite rozdéleni s hustotou

_/ || fx (z)dz < oo,

—0oa
nazveme integrdl
6.5 -
(6.5) / zfx(z)dz
. ; — 00
stfedni hodnotou ndhodné veli¢iny X

2 . v cné 4 = = o
stfedni hodnota neexistuje. » vV opaéném pfipadé fekneme, Ze

POdObne_] 1\0 u dlsl\retnlh I (l erne bl]l} 1 nodnotu i ]lk( e
a O rozdeleni deﬁnu‘ S
L] ETT1 dn
g(I) nahodne Rellcln& 4‘\. (tedy Stl‘ednl hOantu nahodll A =
e ehCln} g(‘x)) po

6.6 ¢ -
(6.6) E9(X) = [ ga)ix(a)dz,

—00
pokud je

00
/_m l9(z)| fx (z)dz < oc.
Pi . eI
fiklad 6.2. Spoéitame stiedni hodnotu nihodné veli¢iny s rovnomeé
'nomeér-

nym rozdélenim, jehoz hust : . e
g stota je uvedena v piikladu 4.7. Podle (6.5) dost

a-

EX

f°° rfx(z)dz

-

[ ot
a b‘_ﬂI

Il
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<o
+
5]

O

stiedni hodnotu exponencidlniho rozdélepg
H a je v tomto piipadé kladnd pouze prq
a je

Priklad 6.3. Spocitejm
tes, milZzeme psat

ex(A). Vzhledem k tomu, Ze hLilstOt L e uar
kladny argument a pouzijeme-li metodit p

o0
EX = / the Mdt
0

o0
_ o0 —At
_ [—fG ,\t]o + ‘/O e d[

1

T o

6.3 Poznamka
Diive, nez se budeme vénovat vlastnostem stfedni hodnoty, pokusime se
ukdzat, Ze definice 6.1 a 6.2 jsou jen specidlnimi pfiklady j/ediného pojmu.
Informovany ¢tenar jisté vytusi Lebesgueliv integral, ostatnim se pokusime
zékladni myslenku piiblizit.

Uvazujme nejprve ndhodnou veli¢inu, kterd nabyva pouze kladnych hod-
not, tedy plati P[X > 0] = 1 a jejiz stfedni hodnota existuje. Pokusime se
tuto stredni hodnotu aproximovat obdobou véZeného priiméru pomoci

2
~k—1_[k=1 __ k
(6.7) by P[T§A<E}.

n
k=1

Vlastné tak nahrazujeme funkci X (w) jednoduchou funkei, kterd nabyvi
(% ; 1). Samotnd funkce

na mnozing kT_ll- <X < %- konstantni hodnoty
X(w) (tedy ndhodnd velicina) je pak limitou téchto jednoduchych funkci.
Predstavme si nyni zminénou aproximujici funkei napiiklad v levém okoli
z = 1. Pro n = 10 dostaneme pro k = 10 aproximaci (k=1)/n = 0,9,
kdeZto pro n = 11 to bude (k — 1)/n = 10/11 = 0,90909.... Je ziejmé, ze
aproximujici funkce je neklesajici funkci n. Tato monotonie aproximujicich
funkef umoziiuje zapsat stiedni hodnotu Jako limitu vyrazt (6.7). Obecnou

97
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nahodnou veli¢inu (funkei X' (w)) pak zapiSeme jako rozdil dvou Il’fd‘Zill’OICHYICI)l
nahodnych veli¢in (nezdpornych funkei) X = X+ - X', SI)OCJU‘IPC stredni
hodnoty z funkei X, X'~ a vypocet dokonéime (pokud stfedni hodnota

existuje) pomoci EX = EXt — EX -,

6.4 Vlastnosti stfedni hodnoty

Vedle nidhodné veli¢iny jsme zavedli také nihodny vektor jako vektor nd-
hodnych veli¢in. Je tedy prirozené pouzivat pojem stiedni hodnoty také pro
ndhodny vektor. Jako stfedni hodnotu nihodného vektoru pouzijeme
vektor stiednich hodnot jednotlivych nahodnych veli¢in tvoiicich tento vek-
tor.
Pokud se v ddle uvedenych tvrzenich vyskytuje vice ndlhodnych veli¢in,
vzdy budeme predpoklidat, Ze jsou definovdny na stejném pravdépodob-
nostnim prostoru, pokud se vyskytuji stfedni hodnoty, vzdy predpokliddme
jejich existenci.

Véta 6.1. Necht X" je ndhodna velicina, jejiz stiedni hodnota existuje,
necht a,b € R. Potom plati

(6.8) Ea = aq
(6.9) E(a+ bX) a+ bEX.

D i k a z: Konstantu @ mizeme chapat Jjako ndhodnou veli¢inu s diskrét-
nim rozdélenim, kterd nabyva pouze jediné hodnoty. Podle (6.2) ma tedy
stredni hodnotu rovnou této jediné mozné hodnoté a plati (6.8). I diikazu
(6.9) pouzijeme vzorec pro stiedni hodnotu funkee nahodné veli¢iny. Napii-
klad v pfipadé spojitého rozdéleni tak dostaneme posloupnost rovnosti

E(a + bX)

/OO (a+bz)fx(z)dz

= a/w fx(x)dzﬁ—b‘/oo zfx(z)dz
a-1+bEX.

Pro diskrétni rozdéleni je postup podobny.

Véta 6.2. Plati
(6.10) E(X +Y) = EX + EY,

Jestlize stfedni hodnoty na pravé strang existuji. Podobné, pro dva nihodné
vektory stejné dimenze v pripadé, Ze stiedni hodnoty vsech slozek na pravé

SCLanned by CamScanner
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strané existuji, plati
(6.11) ’ o

D &k a z: Tentokrat budeme px"edpok'lédz}t (}lisl;»réttx: H;Ozdcf?]. Jestlize
néhodné veli¢iny X, Y maji diskrétr}f roz.de'lem s 10()1(1)310 6 4; .lz(;,l;(-);lrlesI);
V1, ¥2,..., stiedni hodnotu funkce X+1 Z"'I)ﬁzlullou i-oydﬁ;lcni'm (5.1) ,i (Plzle
S [)buiitinl vztahu mezi sdruZzenym a marginalinim roz 1) a (5.2)

upravit na (nezalezi na poradi séitancit)

E(X+Y):EX+EY

oo o0 . "
EX+Y) = Y ) (@it+yPX =)= yil
i=1 j=1
o o0 oo 29 ) i
= ZZ:L‘,-P[X =gz, Y =y]+ ZZ%P[-\ =z;,Y = yj]
=1 j=1 =1 j=1
o0 o0 o0 o0 )
= ZI,Z PX =z, Y =y;]+ Zyj Z PIX =2,V = vj]
i=1 =1 j=1 =1
= Y zPX =z]+ ) yPY =yl
i=1 j=1

Pro spojité rozdéleni je ditkaz analogicky. Jeste k existenci stfedni hodnoty
na levé strané. Ta plyne z nerovnosti [X + Y| < |X|+|V| az predpoklady
existence stfednich hodnot na pravé strané. 0

Nyni mizeme rozifit tvrzeni (6.9) véty 6.1 na ndhodny vektor.

Véta 6.3. Necht jsou a, B vektor a matice konstant odpovidajicich roz-
méri a X nahodny vektor, pro jehoz slozky existuji stfedni hodnoty. Potom
plati
(6.12) E(a+BX)=a+ BEX.

D i k a z: Stadi ovéfit tvrzeni pro j-tou slozku nahodného vektoru a +
BX. Pouzijeme-li vlastnosti (6.8), (6.11) stredni hodnoty coby linedrniho
operatoru, dostaneme

z n
E(aj + Zbﬁ‘\'i) = a5+ Zb_,‘,‘E‘X,',
i=1

i=1
coZ je pravé j-t4 slozka vektoru na pravé strané (6.12). O

Pﬁ‘klad' 6.4. Stfedni hodnotu binomického rozdéleni jsme uréili v pfi-
kladu 6.1. Jinou moznosti Pro vypocet této stiedni hodnoty je predstavit si
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: ¥ i v jednotlivych
pocet zdari v n nezavislych pokusech jako soucet poctu zdari v jed 3

.\':ZH:Y,-,

i=1

pokusech ve tvaru

: éleni y srnativni rozdélent).
kde Y; méa binomické rozdéleni s parametry 1, p (tzv. alternativii )
Stiedni hodnota veli¢iny Y; se pocita snadno:

EY;=0-p+1-(1-p)=p

i ¢ ' SouUc rednic dnot
Stiedni hodnota souctu je podle véty 6.2 rovna souctu stiednich ho ,

takze mame

EX =) EY;=np. O
k=1

Piedchozi dvé véty popisuji linearitu stfedni hodnoty jako linedrniho ovr‘)e-
ratoru. Pro nezdvislé nahodné veli¢iny plati podobny vztah také pro soudin.

Véta 6.4. Jsou-li ndhodné veliciny X, Y nezivislé, pak plati
(6.13) E(XY) = EXEY,

jestlize stfedni hodnoty na pravé strané existuji.

D 1 k a z: Zistafime opét u diskrétniho rozdéleni. S vyuzitim vlastnosti
nezavislych ndhodnych veli¢in

P[X = z;,Y = y;] = P[X = z;]P[Y = y;], g=il:2..... 3=1,2,5.::

postupné upravime stfedni hodnotu souéinu XY

EXY

Il
Nk

00
Z(l’iyj)P[X =z;,Y = yj]
=1 j=1

i
i

Il
M
NgE

(ziy;)P[X = zi]P[Y = y;]

i=1 j=1
00 00

= D mPlX =2y yPY =y
i=1 j=1

= EXEY. O
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6.5 Cvideni

6.1. V daném roce se
y v hodnot

Jakou vyplatu lze v

divi.dcndy nebudou vyplacet s pravdépodobnost;
¢ 2 jednotek se budou vyplicet s I’m"‘lélmdlull 1/8,
Nostj

kdezto dividend A '
prum(’:ru olekavat?

2“1,j=1,2,3.-

6.2, Ovéite, zda vztah
j=1,...,10,

’

S~

P(X =j) =

uréuje rozdéleni ndhodné velidiny X\ a spotitejte jeji stredni hodnotu.

6.3. Spoditejte stiedni hodnotu nahodné veliciny Y s Poissonovym rozdglen;

Jjejiz rozdéleni je dino vztahem Zdclenim
. g

P(X =k) = 7€ ‘o k=0,1,..,

kde A je kladny parametr.
6.4. Najdéte stiedni hodnoty pro nahodné veli¢iny dané hustotami
a) f(.r)=31’2 pro0 <z <1,
b) f(:c)=413 pro0<r<l1,
c) f(z) =sinz pro 0 <z < 7/2,
d) f(z)=$sinzpro0<z <
6.5. Hodime bilou, zelenou a modrou hraci kostkou a ¢&iselnd vyjadieni
4 ni vy-

sledkd ozna¢ime b, z, m. Zavedme nahodnou veli¢inu

1 plati-li pravé jedna z rovnosti b = z, b=m,z=m
Y= 3

2 jelib=z=m

Y=

{ 0 jelib#zb#Fmz#Em,

Urtete rozd@leni nahodné veli¢iny ¥~ a jeji stfedni hodnotu.
6.6. Tii dorostenci kopou po jednom ¢ §
6. : pokutovém kopu. Prvni iSp&iny
{s] gra\. d'epodobnvostl'(],& druhy s pravdépodobnosti 0,7 a tieti s pralvlzigdeduspesny
0. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti celkového poctu vstielenych brzi;) LObnO}sltl
yeh ek a jeho

stfedni hodnotu.
6.7. V loterii je m; vyher s hodnot ;
ougi,i=1,...,k Mabyt vyda .
Urete cenu losu tak, aby stfedni hodnota vyhry na jeden los b;la‘ryoilizo A; o
'na poloving

jeho ceny.
6.8. Délnik obsluhuj ju téhoz
je n stroji téhoz typu, které j isté

i u % 1 T€ JSOU umistény ve
nzjdaéleen(é)zie‘ch a. Kdyz skonci obsluhu stroje, piejde k tomu stroji nl-?t(:re'c“e S‘Ebe i
o kte?éﬁgkzl;ilu};u, _pnpadné pockd na prvni poZadavek Pf,edpol{lz“;dt; e

terch stroje je stejné pravdépodobni a Z i j Wi
Urcete stfedni hodnotu délnikovy cesty od sfroje kzastio?f ANy J5L Medivilg

Scanned by CamScanner

101

6.5 Cvideni

6.9. Na 4 velicina nabyvi
e, ‘.;Irllut'll:l}.l:lll(lll.l nabyva hodnoty A, &k = 1,2,..., 8 pravdépodobnosti
srd je ameérni Xote stFodnt 5 o
] 1 _ Urcete stiedni hodnotu takové nihodné veli¢iny.
6.10. Nihodna velicina X ma distribuc¢ni funkci

0

) prox < —1,

F(z) = { a+barcsine  pro —1 <z <1
1 prox = 1.

Urcete konstanty a stf i
I konstanty a, b a stiedni hodnotu nahodné veliciny X
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7. Dalsi charakteristiky

7.1 Rozptyl

Dalsi uzivanou charakteristikou rozc
Jastnost rozdéleni — nikoliv néj
ahodné velic¢iny kolem stiedni hodnoty:,

ie ndhodnd velicina s konednou stiedni

] i hoantOU‘

Jéleni nihodné veliciny je rozpty]. Pod
suje jinou v akou stfedni ¢i typickou hOklnoall‘
ale velikost kolisdni n )
Definice 7.1. Necht X
Potom vyraz
varX = E(X - EX)?,
ané existuje, se nazyvi rozptyl nahodng

pokud stiedni hodnota na pravé str
VvarX) se nazyva smérodatng od

veliciny Y. Odmocnina z rozptylu (

chylka nihodné veli¢iny.
Viude dale budeme existenci var.X predpokladat. Misto rozpty| se nékd
cdy

fika variance.
Véta 7.1. Pro ndhodnou veli¢inu X s konecnym rozptylem a libovolp+
3 ‘olng

redlnd ¢isla a, b plati
varY = EX?—(EX)?,

(7.1)
(7.2) var(e + b.X) = b?varX,
(7.3) var(a +bX) = [b|VvarX.

D @ k a z: Nejprve dokazme tvrzeni (7.2). Vyuzijme pii t Tzend va
6.1. Dostaneme WS B MR (el
var(a +bX) = E((a+bX)-E(a+bX))’

E (b(X — EX))?
VE(X — EX)?

2 -
= b varX.

Nyni jiz snadno dokdZeme prvni tvrzeni véty:

vatX = E(X - EX)?
= E(X®-2XEX + (EX)?)
= EX?-2(EX)* + (EX)?
= EX?-(EX)>

Treti tvrzen{ je trividlnim disledkem vztahu (7.2)

7.1 Rozptyl 103

- RN L ’ 2 e v
Vztah (7.1) je velmi ¢asto pro vypocet rozptylu vyhodnéjsi, nez samotnd
definice.
Nékdy se k dané ndahodné veli¢ing s koneénym nenulovym rozptylem (a
tedy s kn!w('nuu a nenulovou smérodatnou odchylkou) hledd normovana
(standardizovand) velicina, dand predpisem
. X —EX
(7.4) Z= ————E‘\ ‘

vvar\

7 tvrzeni (6.9) a (7.2) snadno plyne, ze normovand niahodnd veli¢ina ma
nulovou stiedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.

I’f‘l‘k‘]ﬂ(l 7.1. Uréime stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny X,
ktera ma gv(nluwtritk(- rozdéleni (X je pocet nezdari pred prvnim zdarem
v posloupnosti nezivislych pokusi s pravdépodobnosti zdaru p a nezdaru
1 — p) s parametrem p € (0,1), tj. P[X = k] = (1 ~ oY pro k=0 1,40 (viz
l)f‘ikl&l(l 4.5). Pro p € (0,1) plati ])_l = Z?;fj(l - ]))k_ Tuto radu miizeme
v intervalu (0,1) derivovat ¢len po clenu (I:f'ipmnm'nt(: si prisluiné tvrzeni
z matematické analyzy) a dostaneme postupné | ,

oo
-2 3
—p = _Zk(l_]))[\_l, pe (0,1)’
k=0
1-p =
= Y k1-p)'n, pe(01),
P k=0
ER & e
Yy
Odtud derivovdnim ¢len po ¢lenu vyjde
L~z . ;
p'l = Z}"(l - p)’lv pE (01 1)1
k=0
2p - p? - :
il ST E(1-p)* Ty, pe(01),
k=0
(2—p)(1 -p) =
S TE Y B 2 k
2 = ;k (1-p)*p, pe(0,1),

takze hledané momenty jsou

Ey: - (2-pd-p
P ’
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var\ = EX? - (EX)’

P

@-p-p _(lzpy _ L1-p
= —_—a P l,! . )

r’

7.2 Kovariance
0 zavislosti dvou nahodnych velicin do jisté miry vypovida nasledujicq B

jem. -
Definice 7.2. Necht pro nahodné veliciny X, Y existuji 1 2Pty Vi,
(7.5) cov(X,Y) = E(X —EX)(} - EY)

nazyva kovariance nahodnych velicin X, Y.

Zicjmé plati cov(X,Y) = cov(}, X)acov(XN.N) = var\. Pozadavek ”
existenci rozptyli zajistuje existenci stiedni hodnoty definujici kovariane

se

Veta 7.2. Necht X, ) jsou nahodné veliciny, pro nez existuji rozptyly
necht a, b, ¢, d jsou realna ¢isla. Potom plati o
E(XY) - (EX)(EY),

) cov(X,Y) =
bdcov( X, Y).

) cov(a +bX,c+dY) =

(
(

-1

e

D u k a z: Prvni vztah, ktery byva uzitecny pri vvpoctu kovariance plyne

z nasledujicich uprav:

cov(X,Y) = E(X -EX)(Y —-EY)
= E(XY - XEY — (EX)Y + (EX)(EY))
= EXY - (EX)(EY).
Ditkaz druhého vztahu je analogicky dikazu vztahu (7.2). a

Véta 7.3. Pro nahodné veliciny X, Y, jejichz rozptyly existuji, plati
(7.8) var(X' +Y) = varX + varl” + 2cov(X, V).
Jsou-li XY navic nezavislé, plati

(7.9) var(X +Y) = varX + vary,
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7.2 Kovariance

Dk az Vztah (7.8) dostaneme po malé aprave

E(X + Y))°
E((X —EX)+ (Y - EY))*
E((X - EX)?+2(X - EX)(Y

varX + 2cov(.N, Y ) + var)

var(A + YY) E((N+Y)

EY) + (Y — EY)?)

Jsou-li navic nahodné veliciny X, Y nezavislé, jsou nezavislé také nahodné
veliciny (X — EX). (Y — EY), jak plyne z definice nezavislosti nahodnych

velicin. Potom je ovsemn

E(XN —-EX)(Y -EY)=E(X - EX)E(}Y —EY) =0,

cor znamend. ze kovariance cov(X,Y) je v tomto pripadé nulovid a zrejme

plati (7.9) O
Specialnim piipadem kovariance je korelaéni koeficient, ktery dosta-
neme. kdyz spocitame kovarianci dvou normovangch nahodnych velicin:

o (.\'fE.\' )'7E}")

X = A e

Bk VivarY  Vvarl’
cov(X,Y)

(7.10) _
Vvar Xvary

Snadno se dokaze nasledujici tvrzeni:
Véta 7.4. Necht X.Y jsou nahodné veliciny s konecnymi nenulovymi
rozptyly, necht a,c.b # 0,d # 0 jsou realna ¢isla. Potom plati

Pat+vX c+dy = sign(bd)px y.
Dulezité vlastnosti korelaéniho koeficientu uvadi nasledujici tvrzeni.

Veéta 7.5. Je-li korelacni koeficient ndhodnych velicin X, Y definovin,

pak plati

IN

1v
= 1

) [px.y|
) PX.X

—

(7.1
(7.1

D

Jsou-li nahodné veliciny XY nezavislé, plati

(7.13) pxy =0.
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D 1t k a z: Protoze pro viechna ¢ plati

\—E\ ) AE))
=1+42tpyy 2
(ngar( \ﬂ/;_ var) Xy + t°

musi byt diskriminant kvadratické rovnice v ¢ v pravé ¢isti poslednily, —
‘Lahy

nekladny, tedy
dpyy —4 <0,
coz je ekvivalentni s (7.11). Dikaz tvizeni (7.13) plyne 2 véty 6.4
(7.12) je trivialni.
Pii praci s nahodnym vektorem X = (X, X )7 o POUZiv
jicl zobeenéni pojmu rozptyl.
Definice 7.3. Necht pro nahodné veliciny X' -y

CXIStUIL rogzpty,
Potom vyraz AR,

var\ cov(X, Xs)

cov(\p, X))
cov(Xo, Xp) var.\,

(7.14) varX = cov(Xy, X))

cov(X,, X1) cov(X,,X,) .. varl\,,

se nazyva varianéni matice nahodného vektoruy X
Po rozepsani po slozkach lze ovérit, e variancni matici |z
tvaru

(7.15) varX = E(X - EX)(X

' zapsat ve
- EX)T

Véta 7.6. Necht X je n- rozmeérny nahodny veltor, Pro jehos slozk
existuji rozptyly, necht a € R™ je vektor konstant. necht B J¢ matice kOnStan‘t

typu m x n. Potom plati
(7.16) var(@a+BX) = BvarX B” .
D 1 k a z: Pouzijeme-li z&pis variancni matice ve tv

aru {7.13) a vlastnost;
stfedni hodnoty nahodného vektoru (6.12), dost nost

aneme postupné

var(a+ BX) = E((a+BX)—E(a+BX))((a+BX)—E(a+BX))T

= E(B(X —EX))(B(X - EX))”
= BE(X -EX)(X —-EX)TBT
= BvarXB7 D

— e esrrr i e ey = e — e s

’ r\'IZp“I‘
0

A nasled,.
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Priklad 7.2. Viatme se k pitkladu 5.1, kde jsme uvazovali vysledné
snamky, ktere ze dvou predmeti ziskali studenti, ktefi na konci semestru
prospeli. Pro jednotlivé kombinace znamek json pravdépodobnosti uvedeny
v tabulee 5.1 Postupné lze spoéitat

EN 1-0,30+2-0,35+3-0,35 = 2,05,
EXS 1°-0,30 + 2%.0,35 + 32 - 0,35 = 4,85,
takze je varX 1,85 — 2,05° 0.6475. Podobné dostaneme EY 2.0,
var} 0.6. Pro vypocet kovariance potiebujeme
EX} 1-1-01541-2-0.10+1-3-0.05+

t 2:1-0104+2-2-020+2-3:0.05+
3:-1:00543-2:0,10+3-3-0.20=4.35.

takze je cov(XN.Y) =435 -205-20 = 0.25.
koeficient

Nakonec spocitame korelaéni

0,25
QXY = ——
f V0,6475 0,6

coz niam dokumentuje, ze nahodné veliciny X, Y nemohou byt nezavislé. O

= 0401,

Nasledujict priklady ukazuji, ze nahodny vektor, feknéme (X, V)T jako
stochasticky objekt neni jednoduse dvojici nahodnych velicin X a Y. Jeho
pravdépodobnostni struktura, tj. jeho rozdéleni pravdépodobnosti, neni zda-
leka definovana marginalnimi rozdélenimi veliciny X a veliciny Y. Pravdépo-
dobnostni vztah mezi X a Y (Castecné popsany napfiklad jejich korela¢nim
koeficientem) je skutecnd esence pojmu nahodny vektor.

Priklad 7.3. Budte X
1. Pak

a Y ndhodné veliciny, které nabyvaji hodnot 0 a

PIX =1,Y =1] - P[X = 1JP[Y = 1] = E(XY) — EXEY = cov(X,Y).

Odtud plyne, pouzijeme-li tvrzeni (a) véty 2.3, ze nula-jednickové veliciny X
a Y jsou nezavislé prave tehdy, jsou-li nekorelované. Piikladem této situace
je nahodny vektor (X,Y)T s

PIX.Y)T =(0,007] = P(X,¥)" =(1,0)7] =

| ]

PUXY)T=(0,)T] = P[X, )T =(1,1)T]=

)

tj. nahodny vektor s rovnomérnym rozdélenim na vrcholech jednotkového
¢tverce. Plati cov(X, Y') = 0, veli¢iny X, Y jsou nezavislé a obé maji rozdéleni

TNy

Ty Ty
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bi(1,1/2). Také obe slozky X' a V' nahodného vektoru (X' YT g

P[( ‘}‘f,’):

maji rozdéleni bi(1,1/2),

()= 1(5)-(3)]-

X' Y') = 1/4 # 0. Veliciny X" al”’

plati viak cov(.

0o -

nezavislé nejsou. Neni divu, vadyft je PIX'=¥]=1.

Priklad 7.4. Bud (\ )7 nahodny vek
tor, ktery ma rovnomeérneé rozdeéleni na jed

notkovém kruhu = {(z,u)T € R?: 22

) / - o !
U 1}, tis nahodny vektor. jchoz rozdeleni
pm\(hpru!ulmnsu ma hustotu f(r,y) = l

Obrazek 7.1: Rovnomeérné
rozdéleni na  jec {Ove T
Jednotkovém (R, )1

I ])ltl(l T eKa f(x,y) = 0 viude jinde na
- Velicing X o v nr;snu sunm rejme ne-
mns[r (vzdyt PI(X,Y) K| =0, kde
C je étverec s vrcholy [] 1 [1 1], (-1, -1],
[—1,1]). Oznacime Jjako H =R(X,Y)ad =
P(X,Y) polirni souradnice nahodne hu vek-
toru X, ¥ a uréime hustotu sdruzeného roz-
delent pravdépodobnosti nahodného vektoru
prol<r<lal<e<2rije

i kruhu
1 P[R<]'1.‘IJ<;|} = P[( Y ‘]Tei-l]tiﬁrl_);l
1 1 >
/ / —2 rdodr,
0 0 T

f(!'. Tj] = {

(kde Vi = {(r,)? : 0 < &
J(r. ) rozdéleni nahodného wl\tmu (

< 711,0 < 9 < ¢}, viz obrézek 7.1). Hustota

.(IT) je proto dana predpisem

1| =

pro0<r<1,0< ¢ <27,

0 jinde.

Marginalni hustoty g(r) a h(p) nahodnych velicin R a & jsou podle (5.4)

urceny jako

_f/f

0

q(r) :{ L\)‘ flrop)d
o 0

27 T
p= [ /:d’; =2r pro0<r<l,

Jinde,

p)dr = f_] 1 c
=Jo 7.”h§; pro 0 < ¢ < 2w,

Jinde.
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-9 [ovariance

. -

g slenj na intervalu

¢ velicina @ ma rovnomerne rozdelent na x'n i
nty take pro nahodnou

7e nahodna

pneme sk, ehiins 2 00

. "2 Nyni uréime tyto momet
3

tj. E® = 7. vard =

1
ER = / r-2rdr =
0

varR = rPe2rdr -5 = 3
JO

Vv
(0,2m),

velicinu I

Lol

1
9 18
) vsude na [R*, coz ])m!l( (5.7)
Specialne odtud plyne, ze je
spocitat také roz-
jodnych velicin

O

Zajimave ovéem je, ze plati f(r,p) = g(r Jh(yp
wzavislost lmhmlm(h Ve llr in i a ‘l’

_ (). Pro ctenafe bude jisté uzitecnym cv icenim
wianci puvodnich nal

/]ldl[llll(l ne

cov(R, ®) =
stiedni hodnoty, rozptyly a kov:

delent,
yval. ) 1
Pfiklﬂ(l 7.5. Budte a a X nezavislé ndhodné veliciny, ‘\(N N)({1) )
_ = P vektor =
aPla=1]= Pla = —1] = 1/2. Uvazime-li nihod ny ¥ a

(X, aX)7T, plati P[X = Y] = Pla=1]=1/2=Pla = -1] = P[X =
\ Y jsou nahodné veliciny s rozdélenim N(0, 1), protoze

PlY <y]= §P[<\' <yl+ §P[*'\' <y|l= ®(y)

pro y € (=00, ~). Pocitejme (pomoci véty 6.4):
cov(X,Y) = E(XY) = E(aX?) = EaEX?=0-1=0.

Vytvorili jsme nahodny vektor (X, Y)?, jehoz soufadnice X a ¥ jsou neko-
relované, nikoliv nezavislé nahodné veli¢iny s normovanym nor I]lrl]HlHl roz-

délenim. Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X, Y )T pridéluje
veskerou pravdépodobnostni hmotu do mnoziny

{(z,y)" € B* : z = y nebo z = —y},

nema proto pravdépodobnostni hustotu, neni to dvourozmérné normalni roz-
délent. O

Nasledujici dva priklady ilustruji v jednoduchych situacich jednu ze za-
kladnich pravdépodobnostnich myslenek: Chceme-li informaci o nékteré kon-
krétni vlastnosti jistého rozdéleni pravdépodobnosti, pokusime se nalézt na-
hodnou velic¢inu, kterd toto rozdéleni ma, a navic je takovd, ze se nam s ni
pii feseni konkrétni ulohy dobre pracuje.

Priklad 7.6. Vypocteme rozptyl ndhodné veli¢iny X', kterd ma binomic-
kého rozdéleni bi(rn, p). Podle piikladu 6.4 mizeme volit X = Zl_l . kde
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L T2, ..., Yy jsou neziy

islé nahodné veliciny s P[Y; =
1 - p. Protoge je ’ 5 !

=paP}j=0 =
Y2 =14+ 021 - p) = p,
ma kazda z velicip Yi rozptyl
vart; = EY? - (Ey;)?
= p-p
= p(l-p),
takZe nahodnga veli¢in
Podobng, ma-lj x neg
podobné chip
kazd4 ma ge
dostaneme

aXs binomickym rozd
ativneé binomické rozdéle
at jako soucet nezavislycl
ometrické rozdal

¢lenim ma rozptyl np(1 — p).
nis barametry r, p, mizeme ji
tndhodnych velicin Yo, .., Y, 2z nichz

eni s parametrem p. Pouzijeme-li priklad 7.1,

EXZT(—l-—l\),
D

Priklad 7.7. Vratme se k prikladu 1.2
vejme se nejprve otdzkou, jak realizovat
nahodny v¥bér s o rozsahu n 7 populace
takové vybéry byly stejné pr

vary = M

P O

0 vybérovych Setfenich a zaby-
nahodny pokus, ktery produkuje
S=1{1,2,...,N} tak, aby viechny
avdépodobné, tj. P(s) = (‘X)_l. Pfirozené se
nabizi model usporadancho vybéru s vracenim (viz oddil 3.1), kdy 2 urny

{1,2,...,N} vybirame Jednotky ji,ja,...,jr. pravé tak dlouho, abychom
ziskali n rznjch jednotek. Matematicky:

Tn = mln{k’ >n: |(j11 T :jk)l = n}'
Snadno se pfesvédéime, Ze tato

ma pozadované vlastnosti. Jest te
hodny vybér (v priiméru) pofizov
bude tfeba v poéitaci gencrovat
notu nadhodné veliciny

procedura — postupny nihodnj vybér -
dy otézkou, jak dlouho budeme tento ni-
at, kolik taht z urny, kolik nahodnych ¢isel
- Jinymi slovy chceme ur¢it sttedni hod-
Tn. Tuto veli¢inu viak mizeme vyjadiit jako soucet
T =3i Y, kde Y] =1, V5 =[pocet tahti potiebnych k ziskini druhé
jednotky vybéru poté, co jiz byla vybrana prvni], ..., Y} =[pofet taha po-
tiebnych k ziskani k-té jednotky vybéru poté, co jiz bylo vybréno k —1 rfiz-
nych jednotek],.... Viimnéme si, ze Y} je vlastné pocet pokusd potfebnych
k registraci prvniho zdaru v Bernoulliové modelu s pravdépodobnosti zdaruy
P =(N—k+ 1)/ (vytazeni nekteré z k — 1 jednotek, které jiz byly tai.en){
Je nezdar). To ovBem znamend, ze ndhodna velidina Yy, — 1 ma geometrické
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7.3 Dalsi momenty

» - N
. wé - . 1 Pk ] — Y —_
(ll’l(‘"l‘ S )ﬂl‘ﬂlll('tl'('lll ]’k ('\'IZ I)l'lklﬂd f.l), tl. E} k- I — k41
102

Pk
pro 1< k < n. Celkem je tedy

1
n 1 1 __)
o Ar + ...+
E"ZZE“_J\ (A’—n+l+N~n N

k=1

s 1ed Fadv
4 mizeme pouzit Eulerovu formuli pro ¢istetné soucty 111:.?'?;}0'1‘11)(1,_1(:;:::llgi
(som L e+ Inm + o(m™') pii m = 00), abychom obe :’/.( ‘1 aj .' .
( el A = —In(1—a), kde a = n/N je podil rozsahu vybéru a rozsahu
ET, =In 7= ,
1)017:1’_;1‘ :-uulvl umoznuje také vypocet rozptylu nihodné \'(_\li(:iu:\' Ty, proto"w
nzihlot‘;:('r veliciny )],Y:_), ..., Y}, jsou ziejmé nezavislé, Podle prikladu 7.1 je

ONk-1)
2 (N—-k-1)?2

podle véty 7.3 je nakonec

i k-1

varT, = Zvar)"k =N N—F-17
=1 k=1

7.3 Dalsi momenty

Nékdy se zavadi fada dalsich charakteristik. V defini¢nich vztazich bugefnc
vidy predpokladat existenci, koneénost, pripadné nenulovost jednotlivych
stfednich hodnot. Charakteristika

(7.17) p = EX*

se nazyva k-ty obecny moment nédhodné veli¢iny X, charakteristika
(7.18) e = E(X —EX)*

se nazyva k-ty centralni moment nihodné veli¢iny X. Charakteristika

_ M3
(7.19) mn= (varX)?
se nazyvd koeficient Sikmosti nahodné veli¢iny X, charakteristika
Hyq
=—=-3
(720) ()’2 (Van)z !
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se nazyva koeficient Spicatosti nahodné veliciny X

Jesté drobna poznamka ke koeficientu spicatosti v.. Jeho klasicky nazev
je v posledni dobé kritizovin jako ne zcela vystizny. Pékny clinek na toto
téma uverejnili Cermék a Vodrazkova [4].

Misto posledné uvedenych charakteristik se nékdy pracuje s podobne
definovanymi charakteristikami ([3], kap. 15.8)

)

(7.21) By =7, B2 =72 +3.

Vypocet momentu, tedy i stiedni hodnoty a rozptylu, byva velmi pracny.
Jsou viak k disposici uziteéné pomiclky, které navic nsnadnuji i nékteré di-
kazy:.

Definice 7.4. Redalnou funkei realné promenne

(7.22) Mx(t) = Ee!*
nazveme momentovou vytvorujici funkei nahodné veliciny X
Viimnéte si, ze tentokrdt piifazujeme nahodné veliciné X nendhodnou
funkei. Do jisté miry, za splnéni jistych pozadavku regularity, jde o alter-
nativni charakterizaci rozdéleni ndhodné veliciny (napf. misto distribucni
funkee). Bez dikazu uvedeme nasledujici tvrzeni (viz napf. (18], I1.7.24, [19],
véta 4.37, [15], kap. 2).
Véta 7.7. Je-li momentova vytvorujici funkce My (t) ndhodné veliciny
X takova, ze M(b) < 0o, M(—b) < oo pro nékteré b > 0, pak
a) M je konecna spojita funkce na (=b.b).
b) M ma spojité derivace viech fadi na (—b,b).
c¢) Plati E|JX|" < co pror > 1,

d”
T ,. = ﬂ[ (t =0-
(7.23) Hr = g x(t)]e=0
d) Pro t € (—b,b) plati
oo t"
- ; _ b ot
(7.24) Mx(t) = Zﬂ S Hrs

pficemz fada konverguje absolutne. 4

e) Plati-li Mx(t) = My (t) pro viechna t € (—b,b) pro néjaké b > 0, maji
nahodné veliciny X, Y stejné rozdéleni, tj. plati

(7.25) Fx(z) = Fy(2).

Tvrzeni ¢) ukazuje divod pro slovni oznaceni funkce Mx (t). Derivo-
vanim vytvorujici funkce mizeme dojit ke vSem momentim. Vyjadrime-li
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73 Dalsi momenty
adu v proménné t, z koeficientu
nty také.
vytvorujici funkee.

vytvorujict funkei My (t) jako m_«’u'nimmu‘ r '
u ]'.‘111',[1i\‘)’-('l| Clent muzeme najit n!wrm* mome
 Viimnéme si nekteryeh vlastnosti momentove ; R,
Véta 7.8. Necht a, b jsou realna ¢isla, necht’ X je llil]l():ll)il velid 1;:(.;11(,\,;‘,
jici funkei Mx (1)t € (=b,b), b > 0. Potom mo
nahodné veliciny Y = a + bX ma tvar

My (t) = e“ M (bt).

mentovou vytvory
vytvorujic funkce
(7.26)
D a k a z: Dikaz spociva v prostém vypoctu
My (t) = EelottX)!
El"”(‘””)'\-

e My (bt). O

Veéta 7.9. Pro momentovou vytvoiujici funkei souctu dvou nezavislych
pahodnych veli¢in X, Y plati
(7.27) My y(t) = Mx(t)My (),
pokud viechny stiedni hodnoty existuji.

D 1 k a z: Pro nahodnou velicinu W, ktera je souctem nezdvislyjch na-
hodnych velicin X, Y, dostaneme:

My (t) Eel X +¥)!

EaXteYt
— EC,\'lEeYl
= 1\1“((15)1‘1)'(?),
kdyz jsme pouzili zejména nezavislost nahodnych veli¢in X, Y a tedy veli¢in
e'\’f.(?).t, O

Piiklad 7.8. Spoditejme momentovou vytvorujici funkci binomického
rozdéleni bi(n, p) (viz priklad 4.1). Pro véechna redlna t plati

M(t) = Ee'X
- : th [T k n—k
- 3 ()t -
— . n t\k _ n—k
- A:U(k)(pe)“ )
(7.28) = (ple'-1)+1)".
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Jinak (a sndze) jsme mohli funkei (7.28) nalézt z vytvoiujici funkce alterna-
tivniho rozdéleni s vyuZitim véty 7.9. Derivovdnim (7.28) dostaneme

d fim
a]\f(t) =n(pe' —1)+1) Letp,

coz po dosazeni t = 0 dd py" = np. DalSim derivovanim dostaneme

dz n—2 9 9 n—
SSM(O) =n(n = 1) (plet = 1) +1)" 7 e 4 (ple! — 1) +1)"7 e,

oz po opétném dosazeni da py' = np + n(n — 1)p°. Rozptyl je tedy roven
varX = np + n(n — 1)p? — (np)? = np(1 — p). O
Piiklad 7.9. Piipomeiime normélni rozdéleni zavedené v prikladu 4.9.

Spocitejme nejprve momentovou vytvorujict funkeci normovaného normalniho

rozdéleni:
set) = [T gmen ()
y = g ——eX ——
z(t) " e 2
N | ( 22—2tz+t2—t2)dz
= ex =
[oo V2r :\p 2
2\ [ 1 (z—1)? d
o (5) [ e (-557)

()
exp 2/

kdyz jsme pouzili skutecnost, Ze v poslednim integrélu je na misté integro-
vané funkce hustota tvaru (4.26), takZze je tento integréal roven 1. Momentova
vytvorujici funkee je v okoli nuly kone¢na, takze podle véty 7.7 xlléec}?n.y mo-
menty existuji. Spocitejme stiedni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny Z

s hustotou ¢(z). Protoze plati

t’_’
Mg(t) = texp(-z—),

i £
waty = e () veo(3)

Po dosazeni t = 0 dostaneme EZ = 0,varZ = 1.
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7.4 Cviceni

A nyni k nahodné veli¢ing Y = u+0Z ~ N(u,o?), jejiz hustotu jsme na§2li
v (4.26). Vzhledem k pravidlim (6.9) a (7.2) musi platit EY" = g, varY = o”.
Momentova vytvoiujici funkee ¥ ma vzhledem k tvrzeni véty 7.8 tvar

(7.29) My (t) = exp (,ut + azg) . O

7.4 Cviceni

7.1. Necht ndhodné veli¢iny U,V maji diskrétni %
rozdéleni urcené tabulkou. Najdéte marginalni rozdéleni U 1 7 3
obou nahodnych veli¢in, jejich stfedni hodnoty, rozptyly T 101 02 023
a korelacni koeficient. 9 0:2 0:1 0:1

7.2. Najdéte stiedni hodnoty, rozptyl a korelac¢ni
koeficient nahodnych velidgin X a Y z pfikladu 5.3. Jsou tyto nahodné veliCiny

nezavislé?

7.3. Necht X je pocet lict pfi tfech hodech korunovou minci, necht ¥ je pocet
lict pii étyfech hodech pétikerunovou minci. Ozna¢me celkovy pocet licti v téchto
pokusech jako TV. Urcete px,w.

7.4. Spodcitejte korelaéni koeficient nahodnych veliéin X a ¥ = X?, kde X mé
rovinomérné rozdéleni na intervalu (—1,1). Jsou tyto ndhodné veli¢iny nezavislé?

7.5. Uréete korelaéni koeficient slozek nahodného vektoru (X,Y)7, ktery ma
rovnomérné rozdéleni v trojahelniku ohrani¢eném piimkamiz =0,y = 0, z+y = ¢,
kde ¢ > 0 je dand konstanta (uvnitf tohoto trojihelniku je hustota rovna vhodné
konstanté, jinak je hustota nulovd).

7.6. Necht X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (1,2). Urlete korelacni
koeficient px 1/x-
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8. Neéktera rozdéleni

Diive, nez uvedeme piehled pouzivanych rozdeleni, ukizeme nékolik metod
hledani rozdéleni funkel nahodnych velicin.

8.1 Konvoluce

O konvoluci hovoiime, kdyz nova ndhodna velicina vznika jako soucet ne-
zdavisljch nahodnych veli¢in. Nékdy ma soucet rozdéleni stejného typu jako
maji jednotlivé séitance, pouze s jinymi parametry — v takovém pripadé se
uplatni momentova vytvorujici funkee. Jindy musime hledat pravdépodob-
nosti ¢i hustotu souctu primo.

Véta 8.1. Jsou-li X.Y nezavislé ndhodné veliciny s hustotami fx ().
fy (y). pak ma nahodna velicina 17" = X" + 1~ hustotu

1) fuwlw) = / Fx(z)fy (w— z)dx.

oo

(

D 1 k a z: Pro distribuéni funkci souc¢tu dostaneme (substituce t = 2+ y)

Fy(w) = PX+Y <uw]
=[] @n @i
Tr+y<w

- [l([iﬁdﬂﬁﬂ—ﬂ@>d-

takze zfejmé (8.1) je hustotou nahodné veliciny 1.
Pro diskrétni nezavislé nahodné veli¢iny podobné dostaneme

(8.2) PIW = wy] = Z PLX = 2;)P[Y = wi — ]

i=1

Priklad 8.1. Necht kazda z nezavislych nidhodnych velicin X, ¥ ma rov-
nomérné rozdéleni na intervalu (0, 1). Soucet bude zrejmé nabyvat hodnot
z intervalu (0, 2). Hustotu souctu dostaneme postupnou tpravou integralu
(0 <w< 2)

o0
fwtw) = [ ix@fv(w= 2z
n/lin(l‘u.')
= / ldz,
max(0,w—1)
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8.1 Konvoluce

kdyz jsme meze integralu omezili na interval, v némz je souc¢in hustot nenu-
lovy. Pro 0 < w < 1 dostaneme

fwlw) = / ldz = w,
0

prol <w < 2 podobné

1
fiv(w) = / lde =2 —w.
w—1

Pro w ¢ (0,2) je ziejmé aspon jedna z hustot fy(z), fy (y) nulova, takze je
pal také fuw(w) =0. O

Piiklad 8.2. Poéitejme konvoluci ndhodnych velicin X ~ N(px.0%),
1 ~ N{py, 03 ). Podle véty 7.9 dostaneme

5 t") 5 t'l
Mw(t) = exp (,u_\'t + 0% 7) exp (/tyf 4 (7;'5)

I

> 5 o B
exp ((/1.\' +uy)t+ (ox + UH?) 3

coz ukazuje na to, ze plati (viz (7.29))
X+Y ~ N(,u_\- + ;zy,o':-:( + gf)

Pomoci vzorce (8.1) bychom dosli ke stejnému vysledku, ale podstatné prac-

O

Piiklad 8.3. Predpokladejme, ze hustota nahodné veliciny X' ma pro

neji.

z > 0 tvar

Cl_n—lp—h,r
kde @ > 0,0 > 0 jsou parametry, jinak je hustota nulova. Predevsim urcime
konstantu ¢. Musi platit

1 = / cr® le dg
0
0 a—1
5 ¢ ’
= c| < e ' =dt
[eG) e
= (%r(a).
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kde jsme pouzili znamou I'-funkci (viz Appendix A2). Je tedy (pro z > 0,
jinak je hustota nulova)

(8.3) f(z) =

hustota gama rozdéleni s parametry a > 0,b > 0. Toto rozdéleni budeme
znacit ['(a,b).

Spocitejme zdkladni charakteristiky. Nejprve urcime momenty u. Pou-
zijeme pri tom skutecnost, ze integral z hustoty rozdéleni I'(a +r, b) je roven

an = fl»"" & z? le"*dz
0 I'(a)

. Jee (atr)
r((l = ) / r b ‘HLJ-’[(’_E'I({J'
(

jedné:

—_ 1 x
L(a)b J, ['(a+T)
~ Tla+r)
 T(a)pr
Je tedy specialné
. I'(a+1) _a
BA = bl(a) b
. _T(a+2) a\?_a
vt = () G) =&

O

Piiklad 8.4. Momentova vytvorujici funkce pro I'-rozdéleni z (8.3) ma
pro |t| < b tvar

M /x 2 0" Le—2
M(t) = e'’ % e dx
(®) 0 ['(a)

b b =1)" a1 —(b-t)
—_ a " Id‘
(b—t)ﬂ/o T@) & !

- (%)

Jsou-li X, Y nezdvislé nahodné veli¢iny s rozdélenimi I'(a,,b) a I'(a,, b), pak
soucet téchto nahodnych velidin ma zfejmeé momentovou vytvorujici funkei

( b ‘e b ny_ b axtay
b—t b—t) \b-t ’

e R I e i LICE IR g
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tedy opét I-rozdéleni, tentokrat s parametry a, + ay, b. Piedpoklad, ze pa-
rametry b jsou u obou nahodnych veli¢in stejné, je podstatny. O

Pro¢ jsme nepouzili pii hledani rozdéleni souctu dvou nezavislych na-
hodnych velicin s rovnomérnym rozdélenim jejich momentovou vytvorujici
funkei? Bylo by to vhodné, kdyz ma tato funkce tvar M(t) = (ef = 1)/t?
Véimnéte si, ze soucin dvou takovychto funkei se od M(t) Lisi vic, nez jen
hodnotou parametru, jak to bylo napriklad u normalniho rozdéleni.

Piiklad 8.5. Piipomenme piiklad 4.11, kde jsme urcili hustotu ndhodné
veliciny Y, ktera byla druhou mocninou nihodné veliciny s normalnim roz-
délenim N(0,1). Porovnime-li tuto hustotu (4.27) s hustotou (8.3), zjistime,
7e jde o [-rozdéleni s parametry 1/2,1/2. Necht Z,, 2>, . .., Z,, jsou nezavislé
nahodné veliciny s normalnim rozdélenim N(0, 1). necht je déle

n
¥ =Y 2.
=1
Kazdy séitanec ma rozdéleni I'(1/2,1/2), s¢itance jsou nezdivislé, takze podle
prikladu 8.4 ma nahodna veli¢ina Y rozdéleni I'(n/2,1/2). Tomuto specidl-
nimu piipadu I'-rozdéleni budeme fikat x? rozdéleni s n stupni volnosti
(¢te se chi-kvadrat) a budeme je znacit symbolem v%(n). Hustota ma tvar

1 )
2—-1_-y/2
§.4) ———y"/2le¥/2,
( 27/20(n/2)
Toto rozdéleni, jak jsme vidéli, tésné souvisi s normalnim rozdélenim a ve
statistice se pouziva velmi casto. O

8.2 Rozdéleni odvozena od normalniho
Venujme se nyni jinym funkcim nahodnych velicin. Odvodime postupné tzv.

vybérova rozdéleni, kterd budeme pozdéji (v 12. a 14. kapitole) pouzivat pri
zpracovani nahodného vybéru z normalniho rozdéleni (viz str. 157).

Véta 8.2. Nechf nezavislé nahodné veli¢iny X, Y maji hustoty fx, fy.
piicemz plati fy(y) = 0 pro y < 0, takze je P[Y" > 0] = 1, necht ¢ > 0 je
dana konstanta. Potom méa néhodna veli¢ina U = ¢X /Y rozdéleni s hustotou

(8.5) furlu) = % / " g% (22) £y

pro u > 0, jinak je hustota nulova.

R E T .

B e, BASE J i ol & Byl £ BE™ ta.B a5y 4331 s T AEE B o 8 E (B LA S T P Vo Lo, AT Wt ¥ Dien s =
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D 1 k a z: Nejprve uréime distribucni funkei U7, pricemz provedeme ta-

kovou substituci, aby horni mez integralu byla rovna promenné u

Fu(u) = PIX < (u/e)Y]

uy /e
f{\'(.l')fy (_l/j{ll') dy

/. (/ lyf'\-ff‘y/r':f) (g/)clﬂk) dy
Jo J-oo €

U " OC \
1
/ (' yfx(ty/c) fy (.’/"l!/‘) dt
J—oo \C Jo
kdyz jsme pouzili Fubiniovu vétu k zaméné poradi integrovini. Z posledniho
vztahu jiz dokazované tvrzeni bezprostiedné plyne. =

Il

Il

Piiklad 8.6. Méjme dvé nezdvislé nahodné veliciny X, Y, které maji
rozdéleni v (k) a v*(m). Hledame rozdéleni podilu

X/k

Y/m’

Pouzijeme vétu 8.2, kde dosadime ¢ = m/k. Zvolime u > 0 (jinak je hustota
nulovd) a dosadime-li do (8.5) podle (8.4), dostaneme postupné

A‘ \/u\: 1 (M) k/2—1
m i yzk/f[‘(k/E) m

U=

_f(;(it,) =
. 1 ¢
—kuy/(2m) __ *  ,m/2-14 _l//_’(h 3
e 22 (m)2)" ‘ 4
k5?2 1
fl/(u) = = T 2 WD <
m 2k+m)/2(k/2)T (m/2)

o0
xuk/?—l/ y(k+m)/2-1(3_‘”(1-’—‘.“/”')/Qdy»
0

Posledni integril obsahuje az na konstantu

((1+ ku/m)/?)["'Jr"”)/2
T((k+m)/2)

hustotu rozdéleni I'((k + m)/2, (1 + ku/m)/2), proto ma vyslednd hustota

tvar
. r((k'f"?ﬂ)/? k/2 k/2-1 I —(k+m)/2
(8.6) fulu)= T(k/2)C(m/2) (—) u (1 + ;u) 4
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Rozdeleni s hustotou (8.6) se nazyvi F-rozdéleni (také Fisherovo-Snede-
corovo rozdéleni) s k a m stupni volnosti a znaci se F(k, m). O
Priklad 8.7. Méjme nahodnou velicinn X s rozdélenim y7. Ndhodna
velicina Y = VX bude nabyvat stejné jako X pouze kladnych hodnot. Dis-
Jje pro y > 0 rovna
Fy(y) = PVX < v
= P[X < y?

- /‘u' 1
J0 2'“"“]“[”/2)

= /"’ . 1 t 1
Jo 2“”"’ ‘l‘(n/'.!) ‘

takze hledana hustota rozdéleni x s n stupni volnosti je rovna

tribucni funkce Y

n/2-1

e " dy

AR

1

frW) = o=y e

y?/2
21271 (n/2) )

O

(8.7)

Priklad 8.8. Velmi casto budeme ve statistice pracovat s ndhodnou ve-
licinou, kterd je dina podilem nezavislych nahodnych velicin

Z
NI

Z ~ N0, 1) a X ~ y*n) K Od\O/Cll] hustoty pouzijeme tvrzeni véty 8.2,
kde dosadime ¢ a Y =V X. Hustota je pak dana vypoétem

T =

ll

s g B 1 )
fr(t) = f e (ty)? /(’n)_— 1y
o \/H % 2”(3 2n/2-1T( /2) e dy

00
:I’“H-”/Z_lG_I“+t-/”)/2d.’r.

F(n/2)2"“1)/'-’\/nrr /0
Pouzijeme-li opét skutecnost, ze pod integrdlem je az na konstantu hustota
rozdéleni I'((n+1)/2, (1+¢%/n)/2), dostaneme vyslednou hustotu Studentova
t-rozdéleni s n stupni volnosti (oznaceni t(n)):

g2 ~(n+1)/2
(1535)
n

_TI((n+1)/2)

1) = Ty /mn O

(8.8)
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8.3 Mnohorozmérné normalni rozdéleni

Véta 8.3. Necht slozky Z,,...,Z, nihodného vektoru Z jsou nezavislé a
kazdd mé rozdéleni N(0, 1). Necht Q je ortonormélni matice fadu n. Potom
slozky Uy, ..., U, nahodného vektoru U definovaného vztahem U = Q7 Z
jsou nezdvislé a kazda z nich ma rozdéleni N(0, 1).

D 1 k a z: UkdZeme, 7e sdruzend distribuéni funkee nihodncho vektoru
U je soucinem margindlnich distribucénich funkei jeho slozelk. Pri upravich
integrélu pfitom pouzijeme substituci t = Q”z. Inverzni transformace ma
vzhledem k ortonormalité tvar z = Qt a jeji jakobidn je roven 1. Navic ze
stejné vlastnosti matice Q plyne, ze je 327 = 57 ¢2.

Fyy(u) = P[U <

= / . / Qr (2#)_"/20_2:?/2(131 - -dzy,
{Z: Z<[l}
/.../tt (2m)~"2e~ Dt 2q¢, .. dt,,
{t:t<u}

n

= (f_:(zn)-lfge-'?ﬂdt,-)

1

-
31l

= Fu, (w:).
=1

O
Pomoci (6.12) a (7.16) snadno zjistime, ze vektor U md, stejné jako Z,
nulovou stfedni hodnotu a jednotkovou varianéni matici. Oba jsou zobec-
nénim normovaného normalniho rozdéleni. Zobecnéni normalniho rozdélent
zavedeme v ndsledujici definici.
Definice 8.1. Necht Z = (Zy,...,7Z,)T, kde Z; ~ N(0,1),i = 1,... .
Necht a € R™ je vektor konstant, necht B je matice konstant typu (m,n).
Oznacme V = BB”. Rekneme, e ndhodny vektor

(8.9) U=a+BZ

mé m-rozmérné normilni rozdéleni N,,(a, V).

Na tomto misté se nebudeme zabyvat moZna pfekvapivym zjisténim, ze
mnohorozmérné normalni rozdéleni je urceno nikoliv matic B, ale matici
V = BBY. Jeli V Jje pozitivné semidefinitni (nebo pozitivné definitni), od-
povidajici matice B existuje vidy, dokonce neni matici V' ddna Jednoznadné
(viz napf. [21]).
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Ze vztahi (6.11) a (7.16) plyne, Ze a je vektor stiednich hodnot a V =
BB” je varianéni matice nahodného vektoru U. Pokud je matice V reguldrni,
existuje hustota nahodného vektoru U a ma tvar (viz napi. [1], [2])

(8.10) f(ur,- - um) = (2m) "2V~ 2 exp (—%(u —a)Tv(u - a)) .

Pro dalsi Gvahy je dilezitd ndsledujici vlastnost ndhodného vektoru U
s mnohorozmérnym normalnim rozdélenim.

Véta 8.4, Necht U md mnohorozmérné normalni rozdéleni Ny, (a, V),
necht ¢ € B* je vektor konstant, necht D je matice konstant typu (k,m).

Potom ¢ + DU ma mnohorozmérné normalni rozdéleni Ny (c + Da, DVDT)_
D i k a z: Matici V vyjidiime jako V = BB”. Pouzijeme-li vyjadieni

(8.9), dostaneme

(c+ Da) + (DB)Z

No(c + Da,DBBTDT).

2

m}

Specidlné z pravé dokazané véty plyne, Ze margindlni rozdéleni podvek-
toru vektoru s mnohorozmérnym normalnim rozdélenim mé opét mnohoroz-
mérné normalni rozdéleni.

Zvolime-li matici D o pouhém jediném fadku, zjistime, Ze kazda linearni
funkce slozek nahodného vektoru s mnohorozmérnym normalnim rozdéle-
nim ma normalni rozdéleni. Lze dokdzat, ze ndhodny vektor U ma mnoho-
rozmérné normalni rozdéleni, pravé kdyz kazda linedrni funkce nahodného
vektoru U mé mnohorozmérné normalni rozdéleni (viz napi. [15]).

8.4 Piehled rozdéleni odvozenych od normalniho

Zy, ..., Zr ~ N(0,1), nezavislé

XE =35 B k(R

j=1

chi-kvadrit o k stupnich volnosti

X2~ x2(k), X2 ~ x*(m), Z ~ N(0, 1), nez4vislé

X2k Fisherovo-Snedecorovo) F rozdéleni
Fim = oA LE ~ Rk, m) (

Xo/m s k a m stupni volnosti
m




r“
124 8 NEKTERA ROZDELENT
T = Y t(k) (Studentovo) t-rozdéleni s k stupni volnosti

zieymé plati 2% ~ (1), (Tv)” ~ F(1 k)

Rozdéleni Oznaceni I Hustota |
normalni N(p,n"] —L__e-(x=u)?/(207)
Virao?
2 x ¢ 2L 1
\~ rozdéleni x“(k) 'i'*"mﬁlk la—1 (1 0

Studentovo t t(k)

I((k+m)/2) (& A-‘J,_k"_' Ly oy (k+m)/2 ’
I'(k/2)T(m/2) \™m m |

IYisherovo IY F(k,m)
(r > 0)
# -
i
*
2 Tabulka 8.1: Hustoty rozdéleni
Rozdéleni | Krit. hodnota Str. hodnota | Rozptyl ]

PlZ > z(p)]=p

i |
e [
il
i

-
-
-

PITx| > tk(p)] = p (k>1) s (k>2)

(k,m) PlFie.m > Fie.m(p)] (m >2)

k(m —2)*(m — 4)
(m > 4)

1 Zmz(k +m —2)

Tabulka 8.2: Oznaceni kritickych hodnot, stfedni hodnoty a rozptyly

S

Prehled rozdéleni odvozenyeh od normalniho

f(r)

N(0,0,25)

2 3 |

0 2 1 6 8 10 12 14 16

Obrazek &8.3: Hustoty rozdéleni t( f)
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- = e

Obrazek 8.4: Hustoty rozdéleni F(k,m)

Scanned by CamScanner

127

9. Asymptotické vlastnosti

9.1 CebySevova nerovnost

veta 9.1, Necht varX < oo, necht ¢ > 0. Potom plati
(9.1) PILY — EX| > ¢ < Y3 X

D 1 k a z Dikaz provedeme pro spojité rozdéleni. pro diskrétni rozde-
leni by byl dikaz analogicky. Oznacme 4

EX. Postupné budeme zdola
odhadovat rozptyl nahodné veliciny .\

var\ = / (o — ) fla)dr
= / | ‘ (x = p)* f(x)dx + / (= p)* f(x)dr
JITINT— M ,‘::

. Jri|z—p|<e
> / e f(r)dz
Ti|x—pu|>e

= EP[IX - p| >4,

coz je s dokazovanou nerovnosti ekvivalentni. 8
Zvlaste dilezity je specidlni pripad zalozeny na binomickém rozdéleni.
Véta 9.2. (Bernoulli) Necht X,.,n = 1,2,..., jsou nahodné veliciny

s binomickym rozdélenim s parametry n,p, kde je 0 < p < 1. Pro libovolné
e > 0 plati

" X
(9.2) lim P H—” - pl > (‘} =10.
n—oo T -
D 0 k a z: Pro kazdé n plati

A o BB
n  qn P

X — —

A, np(l_ p) _p(l—p)

n n? n

takze po dosazeni do (9.1) dostaneme

odkud je tvrzeni ziejmd.
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Véta dava smysl tvrzeni, Ze s rostoucim poctem nezavislych pokusi po-
sloupnost relativnich cetnosti vyskytu jeva A néjalk” konverguje k prav-
depodobnosti vyskytu tohoto jevu (predpoklada se, ze je stejuna ve vsech
pokusech). Zapiseme-li tvrzeni véty pomoci jeva opacncho, dostanems

1= n

lim P [ il pl < rJ =1,

At si tedy zvolime jakkoli malé € > 0, vidy mame jednotkovou pravdépo
dobnost, ze v limité se relativni cetnost od odhadované pravdeépodobnosti
lisi 0 méné nez o toto malé e

Predpoklad nezavislosti byl zbytecne silny, stacila by nekorelovanost. Po-
dobné jako véta 9.2 se dokaze nasleduji tvrzeni.

Véta 9.3. N(‘('}lf‘ .\-1 3 _\-~_|, e

takové, ze

. jsou po dvou nezavislé nahodnd veliciny

var\, < o, 1= 1,2, veiny

EX, =a,

necht je a| < oo, ¢ < oo. Pro libovolné ¢ > 0 potom plati

I n
—Z,\',—u <€l =1.
n

i=1

(9.3) lim P

n—o0

Plati-li pro libovolné € > 0 vztah (9.3), pak fikame, Ze posloupnost prii-
meru
1 n
X,=— X;

n
1=1

konverguje podle pravdépodobnosti ke konstanté a.

Zakon velkych c¢isel ve formeé véty 9.3 nemusi uspokojovat nasi pred-
stavu o tomto prirodnim zakonu, kterd v pripadé Bernoulliovy posloupnosti
nezavislych ndahodnych velicin X; ~ bi(l,p) je vyjadrena vyrokem: Rela-
tivni cetnost zdaru n=! Zf X, po n pokusech se pri n — oo bliZi teoreticke
pravdépodobnosti p, a to s pravdépodobnosti 1. Nulovou pravdépodobnaost
intuitivné ponechavame logicky moznym ale pravdépodobnostné nemoznym
sériim, jako je 1,1.1,.... Takové tvrzeni jsme schopni dokdzat.

Véta 9.4. (Boreluv-Cantelliuv nula-jednickovy zikon) Budte Fj,
£, ... nahodné jevy v pravdépodobnostnim prostoru (£2, 4, P). Oznacime
[Fr.00 x n]={w € Q : w je prvkem nekoneéné mnoha mnozin F,, }. Pak plati

o0

(9.4) NPFE)<o =

k=1

P[Fn,00 x n] = 0.

g1 Cebvsevova nerovnost -

Jsou-li nahodné jevy Fi, Fy, .. nezivislé, pak

(9.5) PlFn,coxn]=0 & Y P(F,) <o,
n=|\

t).

(‘](J, P[l““' 50 X ”] = l At Z P(I"u) = 0Q,

n=1

D 0k oaz: Plati

[Fn,00xn) = {w € S!:V”t:;ﬂ““l i W € Fam} = ﬂ U E,.

n—1k>

Tento vztah predue ukazuje, ze mnozina [F),, 0o x n] je nahodny jev v o-
algebie A a ma tudiz pravdépodobnost. Dokazme (9.4). Je-li S, PlE] <
~, plyne odtud, ze

O
< i ) =
< lim ) P(F) =0,
k>n k=n

P[F,.00 x n] = lim P U F

n— oo

kde jsme nejprve pouzili (1.37) z véty 1.5 pro mnoziny A, = Ui, F), pak
odhad (1.38) a nakonec tu skutecnost, ze zbytky konvergentni fady konver-
guji k nule.

Je Thostejné, kterou z ekvivalenci (9.5) nebo (9.6) budeme dokazovat.
Vzhledem k (9.4) staci (pro nezavislé jevy Fy, Fy, .. .) ukazat. je plati impli-
kace
o0
Y P(Fi)=oc = P[F,00xn]=1
k=1

Budte m > n prirozena ¢isla. Podle tvrzeni (b) véty 2.3 je

-

PO F) = 1-T[ a-P(F))
k=n k=n
> 1= ][] exp (-P(EL))
k=n
= l-—exp —ZP(F;,.) ,
k=n
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protoze 1 — z < e~ % viude na (—oo,0c). Odtud (podle (1.36) ve vété 1.5)
vypocteme pro n > 1:

P(Un)=mp( Q) pm (1-en(-Sre)) -1

k=n k=n k=n

protoze je Y po,, P(Fi) = +00. Zdvérem, opét podle (1.37), dostaneme

=
P[F,,00 x n] = lim P (U FL.) =1. 0O
n—oo

k=n

Boreliiv-Cantellifty nula-jednickovy zakon ma v teorii pravdépodobnosti
viznam sim o sob¢, jalk uvidime pozdeji v prildadech. Nyni nam poslouzi
pii diikazu zdkona velkych ¢isel.

Véta 9.5. (Borelav silny zdkon velkych éisel) Budte Xy, Xayeen
nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s koneénou stfedni hodnotou

EX, = p. Potom plati
1 n
T = ‘\’- i) = = 1.
P wEQ-n]l?clonZI jlw) =p
J:

D i k a z: Diikaz provedeme s jistou tjmou na obecnosti, budeme pred-

pokladat, Ze pro viechna n > 1 plati |X,] < ¢ < o0, ). 2 veliciny :\n

5 & 2 r toy (-

jsou stejnomérné omezenc. Oznaéme o2 = varX,. Budtez € > 0afF; =
[ ! Z?—l (X;— /L)‘ > EJ. Pomoci Cebysevovy nerovnosti dostavame

=y
n-

@D

o0
PF) <2 = 3 P(E) <o,

n=1

coZ s pouzitim véty 9.4 vede k P[Fy, 00 % n] = 0. Nyni (pozor — obtizné

misto ditkazu)

= i = X, — 0
N = WEQ‘HILHSOH ;( =) #
= w€eN: 3 >0: n_ZZ(Xj—u) > e(w)
Jj=1

pro nekonecné mnoho n € N}

~ —
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Jinymi slovy:

N = U[F,f,oo x n = [Fy,00 x n]U[F}/?, 00 x nJU[FL3 00 x njU...
>0

a

p(N) = P[Fa,00 x n] + P[F}/2, 0o x n] + P[F/3 co x n]+...= 0,

2 podle (1.38) ve véte 15. Je proto lim, e n=? £ (X, (w) - ) = 0 prow
, mnoziny 2 — N, kterd ma pravdépodobnost l,acoi oviem znamend, ze také
pro tyto elementarni jevy plati lim,,_, ., n~2 Z;’;l X;(w) = p. Dokdzali jsme
tyrzeni véty pro vybranou posloupnost aritmetickych primér n =2 Z}i_l X;.
Pii stejné omezenosti séitanci .X; to viak jiZ znamend, ze jsme s dikazem
hotovi, protoze plati implikace

n’<k<(n+1)? = 0<k-n*<2n,

takze
k n?
k_l Z‘YJ —H_QZ:\'J'
Jj=1 j=1
k k k n?
< S+ S
j=1 j=1 j=1 j=1
k —n? —n?
B N e Y
- n n? - n
odkud plyne
n n2
H -1 T H -2 el
Hg o™ L= B D 5
§= j=

pokud aspon jedna z limit existuje. m]

Vaimnéme si, ze dodatecny predpoklad |X,| < ¢ byl skute¢né na ujmu
obecnosti ditkazu. Vlastné jsme nepotiebovali nic vice, nez platnost Cebyse-
vovy nerovnosti a tedy jako pfi dfikazu véty 9.3 nic vice, nez nezé\’islqst po
dvou (dokonce nekorelovanost) nahodnych velicin Xp. Pro platno§t_ zakonz?
velkych ¢isel ve formé véty 9.5 je oviem stochastickd nezavislost veli¢in velmi
podstatna (viz [18, str. 253]). ’ ’ o -

Vyzkousime Gcinnost pravé dokdzanych hlubokych tvrzeni klasické teorie
pravdépodobnosti na nékterych prikladech.
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Priklad 9.1. Pri opakovanych hodech symetrickou minci bychom sérii
jednoho milionu po sobé jdoucich hodi, pii nichz by pokazdé pn(ll lic, po-
vazovali za néco podobného zazraku. Pravdépodobnost p = 27 10° takové
uddlosti je opravdu mald, nicméné je p > 0, takze podle nula-jednickového
zdkona pri nekonecné (1) mnoha hodech symetrickou minci bude s pravdépo-
dobnosti 1 registrovino nekoneénd mnoho takovych sérii. Formalné: Necht
F, oznacuje ndhodny jev, ktery spoéiva v tom, ze v hodech s poradovymi
Cisly nyn+1, ..., n+10°=1 padl lic. Nahodny jev [Fo, 00 % n] piesné popisuje
situaci, kterd nds zajima. Samozicjmé, ze je P(F),) = ZIX p = 400, ale na-
hodné jevy F, nejsou nezivislé (Casove se prekryvaji). S tim si oviem umime
poradit tak, ze uvdzime nepiekryvajici se série Gy = Fy, Gy = Flgey,, Gz =
Nahodné jevy G, G, . .. jiz nezivislé jsou, 3, P(G,) = 400

Fsi0641;- ..
dostaneme P[F,, 00 x n] > P[G,,, 00 x n] = 1.

a proto podle tvrzeni véty 9.5

Piiklad 9.2. Pripomenme model nihodné prochézky ¢istice po celoci-
selné primce (oddil 3.7). Predpokladame-li nekonecny zivot ¢astice, mode-
lujeme jeji trajektorii Sy, Sa,..., 8., ... (S, € Z je poloha ¢astice v ase n)
posloupnosti nihodnych veli¢in S, = Z;’ y Xj,n=1,2,. Ckde X, X, ..,
jsou nezdvislé nahodné veliciny spliijici P[X, = 1] = P[f\n =-1] = 1/2,
tj. EX, = 0. Boreliiv zdkon velkych ¢isel (véta 9.5) tedy rika, ze s pravdeé-
podobnosti 1 plati limitni prechod lim, oo n™'S, = 0, tj. S, = o(n) pii
n — oco. (Lze ukézat, ze S, = o(n!/2+%) pro kazdé § > 0 a ze S, # o(n'/?)

s pravdépodobnosti 1.) O

Zakon velkych ¢isel md pro matematickou statistiku vyznam spise prin-
cipidlni, nez technicky. Ubezpecuje nds, Ze pii opakovanych nezavislych po-
zorovénich hodnoty nahodné veliciny X' dokdZeme pomoci aritmetického
priméru odhadnout neznamou stiedni hodnotu EXX s libovolnou presnosti
budeme-li oviem schopni pozorovat dosti dlouho. To viak neni piipad ex-
perimentdlnich véd, kde jsou statistické metody aplikoviny. Zakon velkych
¢isel poskytuje pouze zakladn{ orientaci pro konstrukei odhadu.

Priklad 9.3. Budte X7, Xo,..., nezdvislé ndhodné veliciny s X, ~
N(O 0") Podle Vét} 9.5 je s pravdépodobnosti 1 platny limitni pfechod
L5 X7 = o? pfi n — oo, protofe EX7 = o?. Aritmctick;{' primeér

n1! ZJ_ \'“ se tedy nabizi jako odhad pro neznam) rozptyl ¢, mame-li
, X, ndhodné veli¢iny s rozdélenim

k disposici nezax isla pozozovam Kigoun
N(0,5?). Statistik oviem ucini dukladnejéi indukci o velikosti a2, kdyZ vyu-

; . ; X;
Zije skuteénost, Ze plati >7_, (—;—) ~ x%(n). @)
Soucasni matematika vyuziva ve stdle vét3i mife pravdépodobnostni
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metody jako velmi u¢innou ditkazovou techniku. Dokdseme takto znamou
\Weierstrassovu vétu.
priklad 9.4. (Weierstrassova véta) Bud f(p) spojitd funkee na in-

tervalu (0,1). Pak
B.(p) Zf( ) ( ) k(1 = p)n=t

(Bernsteinovy polynomy) je posloupnost funkci, ktera konverguje stejno-
merne k funkei f(x) na intervalu (0, 1).

Pravdépodobnostni ditkaz: Funkee f je stejnomérné spojitd a omezena
na intervalu (0,1), tj. plati [f(p)] < M < oo pro p € (0,1) a ke kazdému
¢ > 0 existuje § > 0 tak, ze [f(p) — f(p')| < e pro |p—p'| < 8. Zvolme € > 0

libovolné a p € (0,1). Pak
( )) ( ) n -k
~

If(p) — Ba(®)| =

i (f (r) -

k=0
k
5 e
{AIL-.UI<51
+ Y |f) - (Z) ()p (1-p)**
{k:| £ ~p|25)
< e-14+2M (’D n—k

{k:|k— np|>n6}

£+ 2MP[X —EX| >8] (kdeX ~ bi(n,p)).

Pouzijeme-li CebySevovu nerovnost, pak

_ L np(l—p) oM
|f(p) — B, (p)| Sc+2[\[—n262 <ed —=— i

o lim_mas 1£(7) = B <

n—+oo pe(0,1

Jelikoz € > 0 bylo zvoleno libo\'olnc diikaz je ukoncen. O
Vlastn@ jsme se nikdy nezabyvali otazkou, lze-1i konstruovat posloupnost

nezivisly-ch nahodnych veli€in s pt fedepsanym rozdélenim pravdépodobnosti,
onstruovat model ndhodné prochdzky ve smyslu

muzeme-li tedy napiiklad k
piikladu 9.2.
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P:l“lk!il.d 9.5. Existuje Kolmogoroviiv pravdépodobnostni prostor uvnitf
kterého Ziji nezdvislé nihodné levy Fi,F,... s P(F,) = 1/2, tj. takovy
pr:}vdépodobnostni prostor, ktery modeluje nekoneénou sérii Bernoulliov-
skych pokust s pravdépodobnost{ zdary p = 1/2. Polozime Q = (0,1), A =
[Borelovské podmnoziny Q] (jde o nejmensi o-algebru obsahujici viechny in-
t?r"’alvy v 1) a P necht je pravdépodobnost na A Jjednoznacne definovand
tim, ze pravdépodobnost intervalu (a,b) C Q je ddna jeho délkou b — a
(v matematice se nazyvi Lebesgucova mira). Polozime-li

1 11 3
F = —,1 ,F): e = = sy
= (@)r=(in)o ()

Fk: U (12_’11:2%>51

{1<i<2n,i sudé}

pak P(Fy) = 1/2a P (N_, F;) = (1) = [T'_, P(F}) prol = 1,2,.... Odtud

(indukci) plyne nezavislost nahodnych jevil F,.
ZapiSme nyni &islo z € (0, 1) v jeho dvojkovém rozvoji jako

kde X, (z) je 0 nebo 1; pro uréitost zvolime ten dvojkovy rozvoj, ktery m4
nekonecné mnoho jedni¢ek. Pak X, Xs,... jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny
na pravdépodobnostnim prostoru (2, 4,P) s X, ~ bi(1,1/2). Argument je
ziejmy: [Xy = 1) =F,[No=1]=F,..., [X; =1 = Fp,.... Zvét 942 9.5
potom plynou dvé dosti hlubokd tvrzeni:

Vybereme-li ndhodné bod z € (0,1) (nahodné ve smyslu Lebesgueovy

pravdépodobnosti P), pak:
(a) Ve dvojkovém rozvoji ¢isla z je nekonetné mnoho nul a nekoneéné

mncho jednicek.
(b) Je-li f,(x) relativni ¢etnost jedni¢ek mezi prvnimi n ¢leny dvojkového

rozvoje z, pak plati
lim fn(z)=1/2.
n—o00

Skuteéné: Tvrzeni (a) plati pro z, kterd nilezi ndhodnému jevu
A = [Fn,00 x n]N[F5,c0 x n,
tvrzeni (b) pro z, ktera nalezi ndhodnému jevu

B = IEQ:H—IZXj(z)—)l/Q

=1
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véta 9.4 implikuje P(A) = 1, véta 9.5 iikd, ze P(B) = 1, co? je piedmétem
tyrzeni (a), resp. tvrzeni (b).

9.2 Centralni limitni véta

Uvazujme nezdvislé nahodné velicing Uy, Us, ..., které maji viechny stejné
rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou, jednotkovym rozptylem a konstan-
tou M omezenym tretim momentem. Nemusi jit o normalni rozdéleni. Po-
sloupnost praméri, jak jiz vime, konverguje podle pravdépodobnosti k nule.
Pokud nés zajima asymptotické rozdéleni, nesmime soucet délit tak velkou
hodnotou, jako je n. Zkusme tedy dit do jmenovatele pouze /1. Oznacme

1 &
Sn = ﬁ ;UI

Oznacime-li jako Ay (t) momentovou vytvorujici funkei nahodnych velicin
U, lze momentovou vytvorujici funkei ndhodné veli¢iny S, zapsat jako

Ms, () = EVRLY = TRV < (agy(e/v)”
=1

prot € (—b,b). Pouzijme nyni tvrzeni (7.24) véty 7.7. Protoze predpokla-
dame omezeny tfeti moment, miZeme pro libovolné t € (—b, b) psat

My (/) = 14 0ete o1 4 o t
U . \/ﬁ 2—1_:+0(—).

n

V limité mé tedy vytvorujici funkce S, tvar

2

t2 TNy P
lim Mg, (t) = lim (1 +—+o (—)) =e7,
n—00 n—o00 2n n
coz je, jak zndmo z piikladu 7.6, momentovd vytvorujici funkce rozdéleni

N(0,1).
Asymptoticky ma tedy ndhodna veli¢ina S, normované normalni rozdé-

leni. Uvahu muzZeme ponékud roziifit pomoci normovani (viz (7.4)).
Véta 9.6. Necht ¥7,Y5,. .. je posloupnost nezavislych ndhodnjch veli¢in,
pro které plati

EY; = H,
var¥; = o> 0,
EViP < oo
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Pro distribu¢ni funkei ndhodné veliciny

plati
(9.7) lim P[S, < z]= ().
n—o0
Pro snazsi zapamatovini virazu S, si uvédomme, Ze za uvedenych pred-
o . i - < . A i 2 .
pokladit ma soucet X, = S 17 stiedni hodnotu ny a rozptyl no=. Vy-

raz S, tedy dostaneme normovinim X,,. Poznamenejme, ze tuto vétu jiz
..s Y, ~ bi(l,p) (Moivreova-

zname pro nezavislé ndhodné veliciny 171, Y54
Laplaccova integrdlni véta 4.7). Zopakujme podstatu tohoto tvrzeni:
Piiklad 9.6. Méajme nahodnou veli¢inu X s binomickym rozdélenim s pa-
rametry n,p, 0 < p < 1. Jak vime z piikladu 6.4, mtzeme ji vyjadiit jako
soucet n nezdvislych nahodnych velicin ¥; s alternativnim rozdélenim s pa-
rametrem p. Ziejmé je EY? = p < M = 1. Soucet S, ma pak tvar

g __l_i Yi—-p _ X-mp
" vnE \ P -p) Vnp(1—p)’

jde tedy o normovanou veli¢inu k binomickému rozdéleni. Pro velkd n ma
tato normovana veli¢ina piiblizné rozdéleni N(0, 1). Jinak mizeme tuto apro-

ximaci zapsat také jako
(9.8) X < N(np,np(1 - p))-

Aproximaci binomického rozdéleni normalnim povazujeme zpravidla za vy-
hovujici, plati-li np(1 — p) > 9. O

Piiklad 9.7. Zajima nas neznamy podil p osob s krevni skupinou A
v dané velké populaci. U kolika osob musime zjistit, zda ma ¢i nema skupinu
A, abychom s pravdépodobnosti aspoii 0,9 odhadli nezndmou pravdépodob-
nost s chybou nejvyse 0,057

Vyberme z dané populace ndhodné n osob. Ndhodny pocet osob s krevni
skupinou A je zfejmé ndhodnd veli¢ina X ~ bi(n,p). Neznamy podil p bu-
deme odhadovat pomoci X/n. Pocet oslovenych osob n zvolime tak, aby
platilo

-X —p' < 0,05} =0,9.

P I3
n
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pouzijeme-li (9.8), pak postupnymi tipravami dostaneme

1
00 = P H—.\' -p| < 0,05]
n
_ [_ 0,05n < X-mp 0,05n
R hh— <
Vnp(1 = P} Vnp(l =p) np(l — p)

= ¢ (_UO:’;!_ Y . 0,05n
np(l — p) np(1 — p)

P 0,05n B
np(1l — P)

¢ (ﬂﬁn— ;(1+09
w(l-p)) =,

Ma tedy byt

coz zaruc¢ime volbou
0,05n - 2(0,05)
—F——— = 2(0,05) = 1,644854.
np(l - p) g
Pouzijeme-li jeSté nerovnost 4p(1 - p) < 1, dostaneme nakonec pozadavek
n > 270. 5

Tvrzeni centrdlnf limitni véty 9.6 pro nezavislé stejné rozdélené nahodné
veli¢iny je presnéji vyjadieno Berry-Essénovou nerovnosti (viz téz véta 4.8):

Véta 9.7. Budte Y1,Y2,...,Y; nezavislé stejné rozdélené nahodné veli-
¢iny s EY: = p, var; = 02 € (0,00). Oznaéime-li

Fu(z) =P [n—% Z (Yf;i‘) < I} ’

i=1

pak plati
ElY; — pf?
3

|Fo(z) — ®(z)| < 0,7975-n~2
o

pro —oco < z < +00.
Dtikaz je mozno nalézt v [18, str. 282]. Poznamenejme, Ze tato nerov-
nost urcuje rychlost konvergence (9.7) v centrdlni limitni vété, jsou-li ve-

li¢iny Y7,Y%,... stejné rozdélené. Rad priblizeni k distribuéni funkci d(x)

|

<=omaen
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je O(n~1/2), pii pevném n je normalni aproximace tim lepsi, ¢im men3 je
charakteristika ¢ ~3E|Y; — u|* spoletného rozdéleni velicin 11, Ys, ..
Piiklad 9.8. Bud Z> néhodnd veli¢ina s rozdélenim 2 (n). Bez 4jmy
na obecnosti mazeme piedpoklddat, ze Z2 = S, X7, kde X1, X2, ... 7;le
I jsou nezévislé ndhodné veliciny s X; ~ N(0, 1). Protoze EX? =1lavarX] =
EX{ — (EX2)? = 2, plyne z centrélni limitni véty 9.6, ze

P [—1-(Z,f —-n) < z} — ®(x) prin = oo

V2n
Berry-Essénova nerovnost poskytuje odhad:

L2 EIXE 1P

< 0.7995 - = 2457 -n"/2,
<0,7995-n 2)

‘P [\/%_n(zg i) = :g} _ 3(2)
O

9.3 Cvicdeni

9.1. Odhadnéte pravdépodobnost, s jakou bude pocet Zestek, které padnou
v 1000 nezavislych hodech idealni kostkou, lezet v mezich od 147 do 186.

9.2. V 10 000 nezéavislych hodech minci padlo celkem 5 087 lici. Rozhodnéte,
zda Ize tuto minci povaZovat za symetrickou. Navod: Spocitejte pravdépodobnost,
s jakou u symetrické mince padne v 10 000 nezavislych hodech padne asporni 5 087
lich.

V nasledujicich cvi¢enich znaci S, polohu v ¢ase n ¢astice, kterd kona ndhodnou
prochézku po celoéiselné pfimce (viz odstavec 3.7).

9.3. Ovérte platnost limitniho prechodu

lim P[S. < v/nz] = ®(z), zeR

(viz téz piiklad 4.15), tj. Ze piiblizné plati

Sa

N

Navod: Uvédomte si, 7ze S, = E;=1 X;, kde X1, X2,... jsou nezivislé nidhodné
veli¢iny takové, ze P[X; = 1] = P[X; = —1] = 1/2.

9.4. Oznacte M, = max;<j<n Sj (nejvzdalenéjsi bod celociselné osy navéti-

veny Castici v ¢asovém intervalu (0,,)). Ovérte platnost limitniho prechodn

lim P[M, > /nz] =2(1 — ¥(z)), >0,

TE—

~ N(0,1) pro n — co.
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tj. e ndhodnd ve’liéinawﬂ.’n‘/ﬁ/ﬁ md pfi velkych hodnotich ¢asového parametru
s pi-ibliiné takové rozdéleni jako nahodn4 veli¢ina |X|, kde X ~ N(0,1). Navod:
Pouzijte cviceni 9.3, druliou rovnost ze vztahu (3.8) a uvaite, ze ’

lim @ =5
n=—ono T
9.5. Ovérte platnost limitniho pfechodu
-n_k
- e 'n
nlllfio Z fa] = ®(z), zeR.
0<k<zy4n

Navod: Uvazte, ze

0<k<ry/n+n

kde Xn ~ Po(n).
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> o ~rl 4 - F:

Statistika zkouma jevy na rozsahlém sf)uhombm.lpa)?iu rii]{;k ﬂ:l\rt)}ln‘ k-lStI}fo -
jevi, které se projevuji teprve ve velk(:‘m e ?:l.ukl», ;c;ub‘or 5 , I)vrllp,a‘
dech jednotlivych. Vychozim pojmem je _Smtls 1Ic ét.itig“d-\'—: . J]JC \neJ?ké
dobie definovand mnozina statistickych jednotek. o : ‘r I(ﬁu )Ollmue
byt uréen seznamem svych prvki (jednotek) ’nei’Jo II]I:L(‘ ;" Ef novan pg.
n;ocf néjakého pravidla. V pochybnostech musi byt moznost ovérit, zd, dang
jednotka patfi do statistického souboru. . kazdé se max :

Pracuje tedy se statistickymi jednot’kmfn, na“’xaac ‘:( 11 ‘}'}_Ieden
nebo nékolik statistickych znakua. Méfeni ovsem Cl}cl_])(? 1mnpl\’ud 51%@7 nej
v bézném Zzivote. Tomu odpovida rada rrac’w"itd‘, kterd je -‘:l]f).(,[.“(\ rozliSovat.
Uvedeme ¢tyfi typy méfitek, od nejjednodussiho k ll(’jh‘l():/.]t(‘JSl[ll}l.

Nominglni méfitko predpoklida disjunktni k“t(‘g(’l"_"‘- ,I\'YOI‘“(-’ obsihnoy
viechny mozné hodnoty méfeni. Jde o obdobu I‘O'ZI{IHL]}I:]I(STUI’IO jevu v Utcorii
pravdépodobnosti. Mezi jednotlivymi hodnotami '1}0111 %a(.lvn}' \';tall, Zadné
usporddani. Prikladem miize byt barva oci ve’studuch dédicnosti nelyq poli-
tickd strana pfi zkoumani volebnich preferenci. )

Ordinalni méfitko je vlastné meéritkem nominéhuil}, vV némz pribylg
uspofadani jednotlivych hodnot. Mozné hodnoty tledy muzen}e op(?tf'it pofa-
dovymi éisly (indexy) s tim, Ze hodnota s mensim indexem predchszi kazdoy
hodnotu s vétsim indexem. Piikladem je nejvyssi dosaZené vzdélani nebo
pocet hvézdicek u hotelovych kategorii. Zminéné indexy se néldy pouzivaji
k zdpisu jednotlivych hodnot. Uddvaji viak pouze pofadi téchto hodnot,
nikoliv néjakou jejich vzdalenost. Nemd smysl porovnavat rozdil mezi absol-
vovdnim stfedni a zdkladn{ gkoly s rozdilem mezi absolvovanim skoly vysoké
a stledni.

Intervalové méfitko uz nutné predpoklada éiselné oznaceni Jednotlivych
moznych hodnot, coz uréuje jejich usporadani, ale predpoklida se, ze vzda-
lenosti mezi sousednimi hodnotami jsou konstantni. Podstatné oviem je, ze
umisténi nuly je pouze dohodnuté, jako je to tieba u teplotnich stupnic po-
uzZivanych v bézném Zivote.

Pomeérové méritko vztahuje velikost méiené veli¢iny k néjaké dohod-
nuté jednotce, udava jeji ndsobek. Nula tedy znamend neexistenci méfené
vlastnosti. Patfi sem vétsina fyzikalnich velicin.

Statistické znaky méfené v nominalnim ¢ ordinalnim méfitky se nékdy
nazyvaji kvalitativni, znaky méfené v intervalovém ¢i pomérovém méfitky
se nékdy nazyvaji spojité nebo kvantitativni.

Casto zalezi na iicelu, pro¢ provadime méfeni, I kdyz mniZeme hodnotit
napiiklad chemickou reakei v podilovém méfitku, mnohdy staci (a je pfime-
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font len&S) o, je(h,lo(luéﬁi méfitko, napiiklad ordindlni.
piedpokladejme nyni, Ze jsme na n statistickych jednotkdch naméfili
soubor hodnot
II’:I-E’-..,;I;H

dané¢ho znaku. Celkovému poctu prvky souboru fikdme rozsah souboru. Jak
muizeme hodnoty souboru nékomuy sdelit, zpracovat, je, shrnout?

Pokud jednotlivé hodnoty (v méfitky alespon ordindlnim) srovname do
neklesajici posloupnosti

(10.1) T X By K - £ wpy,

dostaneme usporadany soubor hodnot. Indexy v zdvorkéich uddvaji po-
fadi jednotlivych zjisténych hodnot. Nejmen3{ z nich Jsme tedy oznacili jako
(1) nejvetsi jako x,,. N

Pokud je soubor veliky a hodnoty se casto opakuji, mizeme jej ucinit
pfehlednéjsim tak, Ze jej prepieme do Eetnostni tabulky, v niz a; < a, <
... < @y jSOU navzajem rizné uspotddand hodnoty souboru (v pripadé no-
minalniho meéfitka pouze rizné hodnoty) a 172,50 Ty jsOu zjiSténé (ab-
solutni) ¢etnosti téchto ho(h}ot. Ziejmé musi platit n = Z}n:l n;. Typick
je takové zpracovani u znaki, které nabyvaji pouze celodiselnych hodnot a
u znaka kvalitativnich. Cetnostni tabulky bychom mohli vytvorit pro kazdy
znak, bez chledu na typ méritka. Oviem uspofdadani moznych hodnot pii-
padd v uvahu pro alespon ordinalni méfitko,

Dalsi vyklad se tyka pouze znaki kvantitativnich, Pokud méfeny znak
nabyvéd piilis mnoha riznych Ciselnych hodnot, uméle zmenSujeme podet
rozlisovanych hodnot tak, ze obor hodnot rozdélime na disjunktni intervaly.
Zvolime napiiklad hraniéni body (—co <) tg < t; < --- < tm (£ 00) a
viechny body z j-tého intervalu (t;_,,¢;) (nékdy je vhodnéjsi (t;_1,¢;)) zto-
toznime se stfedem intervalu a; = (¢;_; +¢,)/2. Pokud je to = —co, zvolime
zpravidla a; = 1 —(t2—#1)/2, takze bod t; je ve stiedu intervalu (ay,a2). Po-
dobné pro t,, = oo zpravidla volime a,, = t,,_; 4 (t;,_, —tm—2)/2. Nejcastéji
se voli délici body tak, aby intervaly mély (pfipadné az na krajni intervaly)
stejnou délku, tedy h=1; —t;_|,j=2,... )M = 1. I\'_d}:i pz_ik urEinie po‘éty
n; (tfidni cetnosti) hodnot z;, které patii do Jednotlivych intervali (t¥id),
piejdeme vlastneé k Cetnostni tabulce.

Cetnostni tabulku mizeme znazornit pomoci Eetnostniho polygonu, kdy
lomenou carou spojujeme body o soufadnicich aj,n;. Castéji zndzornujeme
cetnostni tabulku do histogramu, v némz nad oznaceni hodnoty a; kreslime
obdélnik, jehoZ vyska je tmeérnd zjisténé cetnosti nj. Pokud kreslime histo-
gram podle tfidnich ¢etnosti a tiidni intervaly nemaji stejné sitky, urcuje




142 10. POPISNA STATISTIKA

Cetnost n; plochu obdélniku nad odpovidajicim intervalem. Do uvedenych
grafli 1ze misto absolutnich ¢etnosti n; zndzornovat talké relativni ¢etnosti
fi = nj/n, piipadné absolutni nebo relativni etnosti scitat (kumulovat) a
pouzit bud 3°7_, n; nebo 37_, fi (kumulativni diagramy).

Piiklad 10.1. V tabulce 10.1

interval stfed | Cetnost | kum. Cet. .
(ti—1,t) | aj n; N; jsou uvedeny zjisténé tiidni Cetnosti
<}'gr1=2) L1 31 31| pramérnych zndmek na vyrofnim
21‘4‘}’8 }’2 ;g 133 vysvédéeni celkem 372 déti. Odpo-
(1:5: 1:3) 17 37 145 vidajici histogramy jsou uvedeny na
(1,8,2,0) 1,9 27 172 obrazku 10.1. O
(2,0,2,2) | 2,1 41 213 st dime d oy o
(2.2.2.4) 23 33 oS I:”ok’ud tlldllll(.: C at.%l do intervali,
(2,4,2,6) 2,5 19 264 pouzivame Zprﬂ\.’l(”a intervaly kon-
(2,6,2,8) | 2,7 28 292 stantni §itky. PIi volbé poctu inter-
(2,8,3,0) | 2,9 23 315 | yald mtZeme vychazet napiiklad ze
gg’g’g’ig 2; gsl ;gg Sturgesova pravidla, podle kterého
(3.4,306) | 35 1 368 | volime m =1+ 33loge(n) = 1+
(3,6,3,8) | 37 4 372 1,431loge(n). Této hodnoty se pridr-

Zujeme jen piiblizné, dbame prede-
Tabulka 10.1: Tiidn{ ¢etnosti a ku- v&im na to, aby délky intervalu byly
mulativn{ tfidni ¢etnosti primérného  dostatecné okrouhlé, stejné jako stie-

prospéchu dy ¢i krajni body téchto intervala.
50 N
] |
40 ] 300 ]
30| '
200
20
100
10 -
95 2 3 s — 2 3

a) Tridni Zetnosti b) Kumulativni tfidni ¢etnosti

Obrazek 10.1: Histogram tiidnich €etnosti a kumulativnich tfidnich ¢etnostf
prumérného prospéchu

10.1 Miry polohy

Miry polohy udavaji hodnotu, kolem které se jednotlivd pozorovani{ shro-
mazduji.

Scanned by CamScanner
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pPramér (téz vybérovy primér)

- 1<
=1
1 m
(10.3) = Eanaj
Jj=1

yyzaduje aspon intervalové méfitko a zavisi stejné na viech hodnotach sta
" ’ ale rol O i 1 -
tistického znaku. Ziejme plati (pro libovoln4 a, b)

(10.4) (a+bx) =a+ bz,

takze se pfirozené méni se zménou méfitka,
Geometricky primeér

&l

G = “:Elggg...zn

ma smysl, jen kdyz jsou viechny hodnoty znaku kladné. Je obdobou priuméru
aritmetického, nebot jeho logaritmus je aritmetickym pramérem IO[g)al‘itmfl
Geometricky pramér neni invariantni vii linearni transformaci. Pouziva sé
tam, kde jde o nasobeni. Je-li napifklad inflace v péti po sobé jdouci letech
postupné 20%, 50%, 30%, 20% a 5%, je to totéz, jako kdyby v kazdém z onéch
péti roki byla inflace priblizné 24%. Je totiz

{/1,20-1,50-1,30- 1,20 - 1,05 = 1,24.

Harmonicky primér mé smysl jen pro kladné hodnoty znaku. Je defi-

novan vztahem
QLML RN
Ty = | — =
(32 (2)

=1
takze opét neni invariantni vici linedrni transformaci.
Lze dokézat (viz napf. [2]), Ze pokud jsou vsechny hodnoty znaku kladné,
plati nerovnosti
Ty <Ig <1I.

Medidn (téz vybérovy median) je definovin pomoci uspofddaného sou-
boru hodnot (10.1) jako

B T(ni1 n liché,
(10.5) E=L 5 F
3 (I(%) + x(%.{.l)) n sudé.

—

e
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Jde o hodnotu, ktera déli uspofadané hodutoty (10.1,) na (‘lm stejne Doitetyg
dily. Nezdlezi tedy na konkrétnich h‘o’(lnotz‘nch 1?1'\'_111(:11 ani posl(.adnich Cleng
uspoiddaného souboru hodnot. Medidn ma stejnou vlastnost, jako Pritmg,
(viz (10.4)), pro libovolnd a, b plati

(a :7)1.') =a+ bT.

Je-li g monotonni funkee, pak plati analogicka \'l;\sfn()sf ])1"(? tmusfm‘nm\'ané
hodnoty g¢(x;). Pii lichém n plati tato vlastnost presné, pri sudém 4 g
presné (g(#) neni obeené primérem hodnot _r]‘(:rr(,‘/g)).{/(J'(f,/._,ﬂ,). Medigy
mi pii lichém n smysl uz pro ordindlui meiitko, k vypoctu mediany DEi
sudém n potiebujeme méfitko aspon intervalové. Pokud bychom pyj sudén
n definovali jako median jakoukoliv hodnotu znaku, ktera fl)lfmjv NCIOV gt
x(ny < 0 < r(sqqy, stratili bychom sice jednoznacnost definice z (10.5), alk
byla by pouzitelnd i pro ordindlni métitko.

Medidn mizeme zobecnit. Misto, aby oddéloval polovinu nejmensich dih
od ostatnich, mize oddélovat p-ty dil dat. Zvolme p, 0 < p < 1. D(‘ﬁnujeme
(vybérovy) p-ty kvantil (percentil) vztahem

- { Z([np]+1) np # [np]
P

(106) % (J:(np) + 3:(,,p+1)) np = [”p]

Pokud neni vyraz np celo¢iselny, pouzije se hodnota z usporadaného seznamy
hodnot s nejblizsim vétsim indexem. Pokud je vyraz np celo¢iselny, pouzije
se pramér ze dvou hodnot (u ordinalniho méfitka miazeme pouzit libovolnoy
hodnotu, ktera lezi mezi T([np]) @ T([np]+1)). Medidn je specidlnim Pripadem
vybérového kvantilu: & = zp 5. Predeviim v grafickych pomitickich se pousi-
vaji dolni a horni kvartil

Q= Lo,25, Qs = Lo,75-

Vybérové kvantily maji stejny obor pouziti jako median.

Modus je nejéetnéjsi hodnotou. M4 smysl zejména tehdy, kdy je pocet
m skutecné se vyskytujicich hodnot podstatné mensi nez rozsah souboru .
Modus je pouzitelny pfi kazdém méfitku (i kdyZ u nominalniho méiftka je
tézké hovofit o mife polohy) a nemusi byt urcen jednoznacne.

10.2 Miry variability

Miry variability charakterizuji velikost variability hodnot kolem néjaké jeji
miry polohy nebo velikost jejich vzdjemné rozdilnosti. Zakladnim pozadav-
kem by méla byt invariance vici posunuti, nebot pri¢tenim stejné konstanty
ke viem hodnotdm se tato variabilita nezméni.

voualditievu Lly el ouvaliiivi

10.2 Miry variability ;

Rozptyl je definovin jako

3 1 n X
(10.7) Sz =~ (zi-3)
i=1
—_— 1 - 2 —
= 2@
=1
B 1 m .
(10.8) = 5 2 nile; —z)?
=1

Nékdy se ve jmenovateli misto n pouzivi n—1. Pokud se vzoree (10.8) pouzije
na tiidni Cetnosti, (h.))])()l'll("il_]'l,‘ se Sheppardova korekce. totiz zmengsit \'_3"1';12
z (10.8) 0 hodnotu £ /12, kde h je §itka stejne Sivokych intervaly,

smerodatna odchylka s, je definovina Jako odmocnina z vybérového
rozptylh. Fyzikalné je tedy vyjadiena ve stejnych jednotkich jako samotna
méfeni. Stejné jako rozptyl a primér zalez smérodatnd odchylka na viech
pozorow'\ni('ll.

Rozpéti je rovno rozdilu maximalni a minimalni hodnoty, tedy

R=2zq) - zq).
Na rozdil od smérodatné odchylky ¢ rozptylu zavisi rozpéti pouze na veli-

kosti nejmenst a nejvétsi hodnoty.
Kvartilové rozpéti je definovano jako rozdil obou kvartili

Rg =Q3-Q,,

polovina z této hodnoty se nékdy nazyva kvartilova odchylka.
Pramérna odchylka je diana pramérnou vzdalenosti jednotlivych hod-
not z; na realné primce od mediinu:

1o _
d=— Z |z; — |
n«
i=1
Nékdy se v definici priamérné odchylky pouziva primér misto medianu.
Viechny uvedené miry variability vyzaduji aspon intervalové méfitko.
Dvé z uvedenych mér polohy maji v souvislosti s mirami variability zaji-
mavé extremalni vlastnosti.
Véta 10.1. Funkece
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nabyva svého minima, pravé kdyz je t = I.

D @ k a z: Snadno se ovéii

mn n

S@i-t)? = Y (@-0)+E-0)
i=1 1=1
= S(m-z)?+nEz-t),
i=1

odkud jiz dokazované tvrzeni ihned plyne.

Véta 10.2. Funkee
g ;
M) == |-t
T ) ” |L, |

=1

nabyva svého minima pro t = z.
D i k a z: Vyjdeme z uspoiddaného souborn hodnot (10.1). Soucet

n n
(10.9) S et = 3 Jry — ]
=1

=1

miizeme vyjadiit jako soucet [(n + 1)/2] s¢itanci jako
(1010) ('.’E(]) = t| + II(H) - t[) + (l'r('l) - t| + |I(n—1] - tl) +o
Pokud zvolime t € (I(]],I(n)), bude prvni séitanec v (10.10) roven vzdale-
nosti téchto bodi na redlné piimee, jinak bude tento s¢itanec vétsi. Minima-
lizace druhého séitance podobné znamend zvolit ¢ z intervalu (z(a), 2(,-1)),
co? neni ve sporu s pozadavkem minimalizovat prvni s¢itanec, protoze je
tento interval éasti intervalu {z(y), x(n)). Takto lze pokracovat, dokud nedo-
jdeme k poslednimu s¢itanci. Je-li n sudé, mizeme udélat stejnou tvahu i
pro posledni séitanec, takze stejné minimalni hodnoty nabude soucet (10.9)
pro kazdé t € (3:(,,/3),:6(,,/3+1)). Oviem medidan 1 z definice (10.5) je pravé
ve stiedu tohoto intervalu. Je-li n liché, je posledni s¢itanec v (10.10) roven
pravé hodnoté |z — t|, takze soucet (10.9) je minimalni praveé pro t = . O

Pro veli¢iny méfené v nomindlnim méfitku se nehodi zédna z dosud uve-
denych charakteristik. V tomto pfipadé lze variabilitu vysledkd charakteri-
zovat pomoci entropie definované v piipadé m moznych hodnot jako

m
n;

n;
10.11 H=- E —J] i
30:11) il 08 5

kde ny,na,...,n, jsou zjisténé nenulové cetnosti jednotlivych hodnot mé-
fené veliciny.

IR A R R R IR
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10.3 Miry Sikmosti a Spicatosti

Ctendi si jisté uvédomil souvislost s momentovymi charakteristikami na-
podné velitiny. Pnluul. bychom zavedli ndhodnou velicinu X tak, ze bychom
kaidé z hodnot x, piidelili stejnou pravdépodobnost I/n (kazdé z hadnot
a; I’l'a"“l(-'ljmln(]]”,IUS‘[ nj/n), pak by stiedni hodnota EX byla totozna s arit-
metickym pramérem a rozptyl varX by byl totozny s rozptylem s2 z (10.7)
resp- (10.8). Podobné jako koeficient Sikimosti v (7.19) zn\'vcwi(fln(\ \f.{)'/l)éruvy

koeficient Sikmosti pomoci
n P
- 7)\3
g1 = ;E(l‘——il_
) nst ’

v literatufe se tento koeficient znaci nekdy také jako /by, i kdyz g, mize
byt ziejme i zaporne. |

" pomoci vybérovych kvantili se pro 0 < p < 05 zavadi kvantilovy
koeﬁcient Sikmosti jako

(z1-p = %) = (& — )

Ti—p — Ip
Specialné pro p = 0,25 dostaneme kvartilovy koeficient gikmosti
(Q3 —%)— (2 -Qy)
Q3 — '
Podobné vybérovy koeficient §picatosti je definovan vztahem

Z?zl (Ii - i)i _

nsi

g2 = 3,

pficemz se nékdy tento koeficient definuje jako by = g»+3, zejména v anglické
literature.
Kvantilovy koeficient $pi¢atosti se pro 0 < p < 1/2 definuje jako
T(n) ~T(1)
"El—p —Ip )

10.4 Diagramy

Vedle klasického histogramu, ktery jsme jiz popsali, se pouziva fada dalsich
grafickych pomiicek, které umoziji zndzornit ruzné vlastnosti dat. Tyto
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pomiicky jsou razeny k exploraénim statistickym metoddm (také EDA -
Exploratory Data Analysis).

vousata krabicka), ktery se vyskytuje v mnoha modifikacich. Na obrazku 10.2
Jsou kromé medidinu znizornény oba kvartily, Tykadla sahaji k takovému
nejvzdilendjsimu od odpovidajiciho kvartiln pozorovani, které neni od ného
dile nez cini jeden a pil nasobek kvartilového rozpéti (trojndsobek kvar-
tilové odchylky). Jednotlivé jsou vyznacena pozorovani, kterd jsou ve votsi
vzdalenosti (napi. program STATGRAPHICS, nékdy také STATISTICA).
U nckteryeh programi sahaji tykadla k nejmensimu resp. nejvétsimu pozoro-
vini (standardni postup programu STATISTICA), jindy k vybérovému 10%
a 90% vybérovému kvantilu (SOLO).

<15-fg Rg <15-
Al 1 1

odlehlé pozorovani

o -

’i\

Obrazek 10.2: Krabicovy diagram

Priklad 10.2. Ukazme si krabicovy diagram na jednoduchych datech,
ktera umozni snadny vypocet jednotlivych statistik. Pri zjistovdni postoji
matek ke kojeni byl mimo jiné zjisfovan vék matek v okamziku porodu. Mezi
asi dvéma stovkami matek zahrnutych do vyzkumu jich bylo celkem n=12
takovych, Ze své vzdélani ukoncily maturitou, slo o planované téhotenstvi a
prvni porod. Usporddany soubor hodnot obsahuje ¢isla: 21, 24, 24, 25, 25,
25, 25, 25, 26, 26, 27, 27. Snadno dostaneme =25, 1=24,5, Q3=26. Odtud
je kvartilové rozpéti rovno Rg = 26 — 24,5 = 1,5. Nejmensi pozorovini je
oznateno jako odlehlé, protoze je 21 < 24,5 — 1,5-1,5 = 22,25. Krabicovy
diagram je uveden na obrazku 10.2 O

Priklad 10.3. Souddsti rozsahlého vyzkumu bylo mimo jiné zjistovani
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Obrizelk 10.3: Histogram hmotnosti dvandctimésicnich déti
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Obrazek 10.4: Krabicovy diagram hmotnosti dvanactimés
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Obrazek 10.5: Graficka znazornéni zavislosti

hmotnosti déti ve dvandctém mésici jejich veku. Na obrazku 103 Jsou uye.
deny histogramy hmotnosti dévéat a chlapc. Oba histogramy ukazuji gy
kladnou Sikmost (jsou poncékud protazeny na pravou stranu). Je , nich
zfejmd, ze hmotnosti chlapel jsou v primeéru vétsi nez hmotnostj divek.
Na obrazku 10.4 jsou uvedeny odpovidajici krabicové diagramy., O

Cheeme-li vyjadiit zavislost dvou spojitych velicin s hodnotami (z1,m)
b

(x2,42), - .-, (zn,yn), pouzijeme rozptylovy diagram, v néms ZNazornime
body [z, ¥;]. Na obrazku 10.5 jsou zndzornény tii razné zavislostj Nejprve
silnd zdvislost primérné znamky v 8. ti{dé na primérné znamee + 7. ti{da,
kdy s rostouci hodnotou jedné veli¢iny otekavame rostouci hodnoty dryhg
veli€iny. Prostiedni obrazek ukazuje ponékud slabii zavislost stejnych zns-
mek z 8. tfidy na hodnoté IQ, odpovidajici nepfimé imérnosti. Tieti obrazek
ukazuje prakticky nezavislé veli¢iny doba kojeni (v tydnech) a hmotnost di.
téte ve 24, tydnu.

Sledujeme-li soutasné chovani nékolika velicin, je uzite¢ny maticov
agram, znazoriiujici histogramy jednotlivych veli¢in a soucasné
ptylové diagramy. Na obréazku 10.6 jsou takto zndzornény veliciny
vék otce, porodni délka a porodni hmotnost Jejich novorozeného

y di-
jejich roz-
vek matky,
syna.
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11. Vybér
i i jak > logické nauce, kterd objektivizio .
O statistice se hovorl jako o metodologicke 1 jektivizuje proge,
ho dosahuje.

poznivani. 7Zlusme popsat, jak to

11.1 Vybér bez vraceni z kone¢né populace

) s e pietioled @ - ktery budeme nazyvat ..
Uvazujme veliky statisticky 5?‘11301‘ M_ & .l !)Or:lllnc@ (téz
a na kazdé z jeho N jednotele principidlng miizen,e Zme

zdkladni soubor) ’ - s by , _
fit hodnotu zvolencho ciselného znaku Y, ¢imz bychiom ziskalj hodnoty

Ty, 22 zn. Pramér # podnot znaku na celé populaci spocitany podle
Ty, 22,5 TN i ) X o :
(10.3) oznacime symbolem gz, populacni rozptyl podle (10.7) oznacime St

bolem a?: . .
1 - Rl 1 \ 2
/L:TZI“ g = —’{:Z(.l';—/l’) .
! i=1 =1

Uvedeny soubor je viak tak veliky, Ze neni mozné nebo aspon hospo-
darné zjistit hodnotu zkoumaného znaku u kazdé statisticlé Jednotley, Protg
vybereme skupinu n statistickych jednotek a zjistime hodnoty sledovanélg
znaku pouze pro tyto vybrané jednotky. Tento vybér (162 vybérovy soy.
bor) musi byt takovy, aby dobfe reprezentoval celou populaci (cely zékladnj
soubor). Vsude déle budeme predpokladat n < N.

Vybérovy soubor lze ze zdkladniho souboru vybrat celkem (:) zplisoby.
Kdyz budeme prvky vybérového souboru vybirat niahodne, pak I)Ozﬁ(lox-gu{é
reprezentativnosti dosdhneme, kdyz kazda n-tice bude mit stejnou pravdg.
podobnost, ze bude vybrdna. Nejjednodussim zptusobem, jak toho dosah-
nout, je pouzit nahodny vybér bez vraceni (prosty nihodny vybér), pi
némz nejprve nahodné vybereme jeden z N prvki zdikladnilio souboru, po-
tom opét ndhodné jeden ze zbyvajicich N — 1 prvki zalkladniho souboru
atd. az nihodné vybereme n-ty prvek vybérového souboru ze zbyvajicich
N —n +1 prvki zdkladniho souboru. Konkrétni usporadanou n-tici indexq
(i1,42,...,1n) , vlastné elementdrni jev w, dostaneme s pravdépodobnosti

I 1 1 (N = n)!

NN-1 N-n+1_ ~—_ M

K tomuto elementdrnimu w jevu pfifadime n-tici
(‘Yl (w),){g(b}), v 7X11(w)) = (l'il 1y Tiay ey Tq, )1

¢imz jsme zavedli ndhodny vektor (X, Koy 3 Xp )
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v nasich dalsich l'n'nh;l?h velmi ¢asto budeme pracovat se symetrickymi
funkcemi slozek veltoru (X, Xy, neiy X)), wnichz nezivisi na poiadi slozek.
pude salezet pouze 11;1}0111, které prvky zikladniho souboru se dostaly do
yrboiy, takze I"”“]" :“““'1[ I)/l‘élf“f)\"at 5 n (',:Ir‘nn(m podmnozinou prvki ziklad-
hilo soubori. I\"‘Z‘l}"t“k“")' vybér ol sjednocenim celkem n! elementdirnich
1 tedy pravdépodobnost 1/('“)_

Nyni si nahodny vybér vyjidiime jestd jinak, K danému vybéru s zave-
(1(11111’.(51“\'““‘}‘ s piil{l;lf!ﬂt;l.?)' Ilillh.()([[i(" veliciny 117, 11, ..., Wy (ndhodny

cor We={Wi,ee I1"x) ") predpisem
{ 1, pokud 7 € s,
0, pokud i ¢ s.

vek

”', — H',-(.s-) =

Veliciny 117 s¢ nélkdy nazyvaji indikitory zahrnuti, oznacuji jednickou ty
proky zakladniho souboru, které se dostaly do vybéry s.
veéta 11.1. Pro veliciny T, Ty plati

. n
(11.1) PIVi=1] = ¥
- n
(11.2) By = o
. 1 n
(1].3) varll; = ¥ (1 L 1_\7) ,
R n(n —1)
Vviw, = ————-7 ; :
(11.4) EW:IV; N(N -1) pro i # j,
B B n(N —n) o
(11.5) cov (1773, V) TNV o) proi # j.

D 1 k a z: Zrejmé je Wy = 1 pravé kdyz i € s. Statistickd jednotka i

je prvkem cellkem (‘:'_‘11) stejné pravdépadobnych n-tic. Proto je pro kazdé

pevné [} (N_l)
Pl = 1] o B0 o °F
G

coz znamena, ze jsme dokdzali vztah (11.1). Pro kaZdé pevné i ma ndhodna
velicina 11, alternativni rozdéleni s pravdépodobnosti jedni¢ky podle (11.1).
Odtud plynou vztahy (11.2) a (11.3). Zvolme nyni libovolné, ale pevné i # j.
Podobné jako na zacdtku dikazu dostaneme (11.4):

EW,IW, = 1-P[W,=1,;=1]+0
(he3)

n—2

-G
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n(n —1)
NN -1)

Zbyvajici tvrzeni (11.5) odtud dostaneme snadno:

cov (173, 1V5) EW:1W; — EIV,ETV;
n(N —n)

EE -

I kdyz jsme v dikazu zjistili, Ze pro kazdé ¢ ma 11;’111()(111{1 velicing .
alternativni rozdéleni, presto odtud neplyne, ze by soucet 22:1 W; me] l)ii
nomické rozdéleni. Naopak, tento soucet je vidy roven nenahodné |
n. V ¢em je rozdil v porovnini s prikladem 7.67 (Jsou nihodné veljg
17, W, .., TN nezdvislé? Vimnéte si kovariance cov(117;, ;) v (

Jak miiZzeme pomoci drive zavedenych ndhodnych velicip Xis X, . X
odhadnout populaéni pramér u? Zkusme pouzit obdobny populacnihg pn‘ﬁ
méru zaloZenou pouze na dostupnych hodnotéch, tedy na vybéru,

Populaé¢ni primér p odhadneme pomoci priméru spoéit
sledovaného znaku na prvcich vybérového souboru

odnotg

iny
11.3)))

anéhg z hodnet

n

= 1 i
X=X()= & > X;.

Jj=1

(11.6)

Velké pismeno na levé strané (11.6) vyjadiuje skute¢nost, ze Jde o nahodnoy
velidinu, totiz o funkei vybéru (a tedy elementarnich jevi w). Vybérovy
priamér X muizeme vyjidrit také jako

o
s
;;.’L’i“"i.

Nyni vyuZijeme tvrzeni véty 11.1 a dokadzeme zakladni
vybérového priiméru X.

¥ =
(11.7) =
statistické vlastnosti

Véta 11.2. Pro vybérovy primér spotitany z prvkia nahodného vybéru
z konecné polulace plati

(11.8) EX = g,
(11.9) varX = ]Nv:;l%
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D @ k a z: Stfedni hodnotu spogjt

EXY =

vyuzijeme-li skuteénosti, ze je Z:\:

var(X) = E (X - ,u)g

Populace

ame s V¥uzitim (11.7) jako

1 N
EE 1‘;”'1'
1=l
N
18
r Ty
Yim D
N

1
=1
I

y W=, Postupné dostaneme takéd

N 2
1 Z .
= E ;2- 2 (I‘i - ,u)” i)

i=1

T L
2
=5 T — i~
j\r ( ] p‘)

i=1

1 n o 5
G (EZ“"‘”'

_ 1 /n nhn-1)
T 2\ NI -1

N
Z(xi — u)’EW? + Z Z(mi — )z — HEW;W;
i=1

i+
n(n—1)

R R PR ILENORR
w1 el

TNV S 1 ;;(Ii — 1)z — p)

nin-1) &
N 2 )

155

=1
N —ng?
Ng? = —_ ]
) ac“+0 N_1n



: vbéru z konecné populace je stiedpj
V piipadé ndhodného vybéru z Lvor%ecne populace j s hodno, 3
pripe iméru X rovna populaénimu priméru g, tedy odpy dova
érového primeru . nir : 7 Odhadongng
bérov (,l‘to ! Uvedenou vlastnost strué¢né formulujeme do plolﬂasem1 o X,
sarametru. Uve 4 '
Inostrmm)’(m odhadem parametru .

; LA Lo & i nasobitel . Pro 4, 7
Torazy =" se iika koneénostni na << N
Vyrazu —

jr vli\'
o 1 ¢ 1b‘1tCll]\'

kOXICCHO llill() 11{1, 01)1 .(!l(! zanedabat .

ht S t e

Zvolime-li n = 1, pak posledni véta udiva vlastnosti jedinéhe Pozorgy,
volime- — 1

istické j dnj,
leného na jediné ndhodné vybrané statistické jednotce. Ozn‘"‘Cime‘]i
yrovedend : . S b s
lt'\kto ziskanou hodnotu jako X, pak ziejmé pli
« ) 2

EN = iy varX = o2

Podobné pomoci rozptylu spoéitaného z vybérového soubory zk
hdnzilt rozptyl. Jako odhad rozptylu pouzijme vybérov
18 : vl
vztahem ) \ N
(11.10) 5= >N - X)

n- 1 F=1

usie g,
Y rozptyl dapg

Véta 11.3. Pro vybérovy rozptyl spoéitany z nahodného Vb 7 .
necné populace plati . No1,
= ——0o0".
(11.11) ES ¥
D 1 k a z: Jednoduchou upravou lze dokazat

n

(11.12) i (Xi—p)? =) (Xi=X) 40 (X -p)?
i=1

i=1
Odtud je
. 1 2 n ¥ o am
Eg¥ = n_lEZ(Ei—IJ) T n— R -
L=
I < 2 t ¢
i — 1) EW,; — - arX
= _12(73, 1) EW; —
L =1
2 N N—ni
- n—lN N n—1N-1n
_ N o2 O
—_— ﬁ .

Odhad 5? tedy neni nestrannym odhadem popul

a¢niho rozptylu a2, jako
nestranny odhad bychom mohli pouzit napiiklad v

. —1 g2
yraz =162,
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11.2 Naihodny vybér

ryni provede podobny vybeér z konegpg popul
an‘ -Iumc z populace ndjaky pryek, zjistime hodnoty, me
\"\-b(“,ulm‘ﬂ opét vritime a teprve pak znowvy vybirdme, Vyhir
do DL‘)I})\‘ kazdy prvek populace mal (v kazdém kroku) stei,
tak, ‘; A \_th}’m, totiz 1/N. Oznaé¢me hodnoty napya
noSt“ 7 ,.(‘h‘ prvcich jako X, .. X, Jsou to ZICIME nezdpisls
\'.}'l”‘mgl_nzd(; vybirané z téze populace. Protoze 3
Elll}:t[;'\\‘%llv('i."llnf pripad vibéru rozs

zoval Zd >

ahu 1 s vrace
(11.8) a (11.9) plati

ace, ale g Vracenim. Jakmjile

feného znaku, pryvek
ani provadime
Stejnon Pravdépodob-
fené na takeo nihodne
nihodné velj-
avic kazdy kyok lze pova-

M, Znamena to, e podle

EX;=up, varX; = g2 i=1,...n.

Pokusme se 0 novy pohled .1121‘ \')f:l)ér S vr
.at hodnotami sledovaného statistick
\.:1 tek. ale pouze podilem Jednotek, u nichy, sledovany znak i
Jedn?? e7 je zvolend konstanta g. Uvedeny padil oznade
n}ermvné‘n(i’hudné jednu statistickon Jednotky
¥ ’ybelm'ﬂ-u symbolem Y. Pravdépodobnost toho, e hodnota nihodné veli-
H-EhO ‘i'm'e\ mensi nez zvolend T, je rovna podily plz) statistickych jednotek
s 1 Jtou znaku mensi nez . Zjistona hodnota je tedy nahodnou veli¢i-
: h:); I(llci)stribuéui funkei Fy(r) = p(z). Budeme Df’CdDOklédat, ze u rozdéleni
nov sho distribuéni funkel Fy (x) (IEXlStll_]l? kolleény .1207,1‘)tyl (73., JG}}O stfedni
dal(lie otu oznacime p. VSimnéme si, Ze nas uz nezajima, zda je vychozi po-
hilaio konecna ¢i nekoneé:}é. ) -
d Mnohdy si pod zdakladnim souborem predstavuler?e t‘ak ¥
iej lze povazovat za nekoneény. Takovy soubor nemusi existoy
1 v 14lne. I kdyz v tomto souboru provedeme v
i p(?t'cnc ()Sﬂi v predchozim oddilu, bude mozné zjiSténé hodnoty piesto
Joms vJCJ, . -1(1102;'1\"1516'. Intuitivné to plyne z toho, Ze pii nekoneéne vel-
p?\'aZO’LT;dZI:iIB Jsouboru odebrini nékolika statistickych jednotek prakticky
= ot jeho slozeni, tedy funkei p(z). . ‘
s fipadech, tj. u nahodného vybéru bez vraceni z nekoneéné velké
Vlobo%llllnnzil(u-)dné,ho vybéru s vracenim z konecné ¢ nekoneéné popurlace
popl'l acekl okusu n-tice nezdvislyjch nahodnych veli¢in X1, X2, ..., X, se
Je v‘yS}Cd enz}e!;e'rmﬁ danym distribuéni funkei Fx (z). Takova n tice nahod-
StFj}T:yr«nliglzl se néz\"vé nahodny vybér rozsahu n. Nékfly ’se hovoii o n
EZEQ\y;:lych kopz‘ich‘ nahodné veli¢iny X. Pfipomefime oznaeni

acenim. Nepf tieba se

zabhy-
o znaku y Jednotlivyceh st

atistickych
14 hodnoty
symbolem plz).
a oznacme hodnoty sledova-

eliky soubor, Ze
‘at aktualng, ale
¥bér bez vraceni, jak

EX = I, varN = 0'2.
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11. v g Py
VYBeg ;1.3 WNdhodns
i tedchozim oddilu vySetfime vlastnosti vybérového Pri- pakaz Dukaz je analogicky dikazu véty 11.3. P i J5 Senbiay
i 12) mizZeme psat
méru ] i r (1112)
¥==) A | Lo .
(11.13) ey £5? = En—lZ(‘\i"”)z—En_l(X—u)z
. 7 . T j:l
Véta 11.4. Pro vybérovy primér spocitany z néhodného vybéru rozsap, Lo
n z rozdéleni s konecnou stiedn{ hodnotou a kone¢nym rozptylem plati - L Z ¥, - E n .
_ e 2
(11.14) EX = s A
. (o F 2 _
11.15 varY = — n = 1 n—1
(11.15) = N :
D i k a z: K ditkazu (11.14) pouZijeme znamou vlastnost stfedn{ hodnoty
souctu nahodnych velicin (6.9):

— i v - liE\’- — 11.3 Néahodny vybér z normélniho rozdéleni
F=E=Y Xi=- X =p. ¥
n - M : ; A s =
s =1 Uvazujme nyni specidlni pripad, kdy mame nahodny viybér z normalniho
rozdéleni N(p,o°)- .

Pii dikazu druhého tvrzeni musime pouzit predpoklidanou nezivislost ng-
véta 11.6. Pro ndhodny vybér z normalniho rozdélent N (1,0?) plati

hodnych velicin X, X, ... X, coz s pouzitim (7.2) a (7.9) vede k vy¥podtu

. 1 n i 1 n . 0.2 = 0.‘2
varX = var (E Z,Xi) = n—z-_zl:var‘\i Sl a (11,18) X~ Ny, 5 )
t—=

i=1
Porovnejme vlastnosti vybérového priiméru v pripadech koneéného a ne- Dtk az: Zavedme
konecného zédkladniho souboru. V obou piipadech je nestrannym odhadem Xi—p
stfedni hodnoty s Rozptyl vybérového priméru je pro n > 1 v piipads Zi = . %= Ly e sl
kone¢ného zékladniho souboru rozsahu mensi nez v pripads stejné velkého
vybéru z nekone¢ného zakladniho souboru zastuhou kone¢nostniho ndsobi-

co? jsou ziejme nezavislé ndhodné veli¢iny s normovanym normaélnim rozdé-

N— . v s , v o uy B e , . - - o\ .
tele £=2. Pol_{ud j.e.konecn}" zdkladni soubor podstatné vétii nez vybérovy Jenim. Oznadime-li a = pl, B =0l a X = (Xy,.. ., Xn)T, mizeme psit
soubor, zpravidla jej pavagyjee o0 S?Ubor nekonecny. X = a + BZ, takze ndhodny vektor X mé ziejmé (viz definice 8.1) mno-

Jako odhad rozptylu o* se pouZiva vybérovy rozptyl horozmérné normalni rozdéleni. Zvolime-li d = (1/n)1, z véty 8.4 plyne,
L 7e nahodna vcliEinz; X = d7X maé (jednorozmérné) normdlni rozdéleni se
(11.16) § = 1Z(X,- - X)2 stfedni hodnotou d”a = y a rozptylem
R= i=1 2 b
) F o~ g~
. d7o’ld = 171 = —. 0
T n

Véta 11.5. Pro nihodny vybér rozsahu n z rozdéleni s kone¢nym roz-
ptylem o2 plati
(11.17) ES? = o2,

V&imnéme si jesteé odhadu rozptylu podle (11.16).
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ihodny vybér z rozdeleni N (1,%), poton

i Xiyoor sy A0
a plati

Véta 11.7. Je- -
1é ndhodné veliciny

¥ a 5% jsou nezavis

; n
(n—l)Sz__l -2 Y DU
__,_;__’___—_FZ(,\, X) ~x (n—1).
i=1
liciny Z1,--+» Z,, zavedené v (11.3) jsou nezévislg
rozdéleni. Podle véty 8.3 maji stejnou vlastno, )
toru definovaného vztahem U = QTZSt

lan predpisem

Diukaz Nahodné ve
a maji normované normalni

také slozky Uty -+ Us nahodného vek
tici, jejiz prvni sloupec je ¢

kde jako Q zvolime ma
1
1. =—1
(11.19) i =
Plati oviem
v, = VvnZ

Kromé toho plati (viz (11.12))
n n
Sui=). %
1=1

=1
Uvézime-li, Ze je U2 = nZ?, platf zfejmé

Sup o= Y (Zi-2)
i=2 i=
11 =
= = (x; - X)?,

takze nahodna veli¢ina

(11.20) n-lge Y
5= ;Z(X, - X)?
i=1
mé rozdéleni x?(n — 1) a j ivisla
je nezavisl4 s ndhodnou velici \
nou U, = (X —
: X -p)fo.
O

Poznamka. Kdyz si pii
. Kdyz si pfipomeneme definici
kladu 8.8, snadno nahlédneme, Ze ndhodna velligitr?:emova trordelents pik

(11.21) X -
T = = B

mé rozdéleni t(n — 1)
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11'4 CViéeni

sujte nahodny vybér z rozdéleni s koneénym rozptylem o, Uré
. Urcete

] ] o 1 U va 3 n r o 2 5
l— h StatlStll\a C P— Aq “Ai—1 ) byla nestrannym Odhadenl
aby Zz_ ( X‘ Y

gonstant? © o
rOZPtylu @
11.2. Necht

5
i varS™ = 20

Xi,...,Xn je ndhodny vybé

yee ybér z rozdéleni N 2 a

; o b jt,0°). Dokazte, z
Jlat /(n— 1). Névod: Jaky rozptyl ma rozdéleni g\,?(n ) 1)? e ue
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7.4klady statisticke indukce

vana zdkladnim principtim statistického uvazovapj,
Prvné zde narazime na problém s rozliéeniil,l né{xodnﬂé veli¢iny a jeji hod-
noty. Budeme se snazit dodrzovat d}osu:li uzivany ZPUSOIJ', l:—tery r“apl‘l'kla d
znamend, ze vibérovy primeér spoéltar}y z n,aholdrieho vybe‘ru Xiysan y X,y
oznatime symbolem X. Kdyz se ale nahodny vybér realizuje konkrétnim;
hodnotami T1,.-.,Zn (napt. 927, 15, ...), pak dostaneme konkrétni real;.
saci 7 ndhodné veliciny X (napf. T = 18,25). Ne vidy se nam podafi tuto
konvenci dodrzet, napriklad pri oznacovani odhadi ziskanych metodou ma-
ximalni vérohodnosti pouzijeme stifsku nad prisludny symbol fecké abecedy,

12.

Tato kapitola je véno

12.1 Vybér z normalniho rozdéleni se znidmou stiedni

hodnotou

Predpokladejme, ze ndhodné veliciny X, Xa,-
rozsahu n z normélniho rozdéleni N (i, o). Pedpoklddejme navic, ze zndme
rozptyl o2. Jakou informaci o hodnoté j miizeme ziskat z tohoto nahodnéhg

-+, Xp tvori ndhodny vybgr

vybéru?
Podle véty 11.6 vime, ze v tomto pifpadé vybérovy primér ma nor-

malni rozdéleni N(y,az/n). Je tedy nestrannym odhadem parametry H
Provedeme-li normovéni této ndhodné veli¢iny (viz (7.4)), dostaneme n4-
hodnou veli¢inu s normovanym normalnim rozdélenim, takze pro libovolné

a € (0,1) bude platit
(121) 1-a = P[|Z]|<2(a/2)]

(12.2) - P[ \’;:T‘“ <z(a/2)J
(12.3) = P [X - —-j—ﬁz(a/il) <p< X+ \;_lz(a/E)J .

L\&Sl’l jsme ’inferval s ndhodnymi konci, ktery s predem danou pravdépodob-
nosti pokryvé neznidmy parametr . Rikame, ze

(12.4) (X’ - %z(a/?),i’ + -%z(a/?))

ir,—matervza)lrasl,).(;;eh‘lfvostl pro parametr /. s koeficientem spolehlivosti
e ,7/\[/,7 \lll(tpa se pracvuyz s 95% nebo s 99% intervalem spolehlivosti.
Y ';_/,,r /v, k ery je s‘mcrodatnou odchylkou vybérového priméry X

“to souvislosti nazyva standardni (stfedni) chyba praméru o
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Odhad parametr

d 12.1. Zabyvejme se vyskou desetiletych chlapcti. V roce 1961
4hodné vybranych chlapci z populace vech desetiletych chlapcil
koslovensku zjidténa vyska (tabulka 12.1). Zékladni soubor

m 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151
m 136 | 138 | 142 | 127 | 139 | 147

Tabulka 12.1: Vysky 15 desetiletych chlapct

Pfikla
151

pyla U
iijiCiCll v Ces

letych chlapcti je sice konecny, ale v porovnéni s poiizenym vy-
K veliky, ze zjisténé vySky miZeme povazovat za nezévislé né-
liciny. Ptame se, zda se v porovnani s rokem 1951 zménila stfedni
setiletych chlapet, kdyZ vime, Ze v roce 1951 byla tato stfedni
ka (zjisténa pomoci velmi rozsdhlého vybéru) rovna hodnoté po = 136,1
- smérodatna odchylka byla ¢ = 6,4 cm. Je znamo, ze variabilita vysek
Cm’tavy se v riznych generacich prilis neméni, kdezto samotny populacni
?Emér se mozna méni. Proto m4 smysl ptat se, zda za 10 roki ke zméné
ulagniho praméru doslo a predpokladat, ze rozptyl o? je zndmy.
PP e 1— a = 95 %. 7 dat uvedenych v tabulce 12.1 zjistime, Ze je
n=15,F= 139,133 cm, takze 95% interval spolehlivosti je

(139,133 — (6,4//15)1,96,139,133 + (6,4/@)1,96) = (135,9, 142,4).

vsech deset]

perem je ta

}1odr1é ve
\r)’fékaa véeCh de

pramér z roku 1951 je timto intervalem pokryt, takZe nemame
diivod tvrdit, Ze se stiedni vyska desetiletych hochi za uvazované

populacni
ratime v piikladu 12.5. O

dost vazny
desetileti zménila. K této tiloze se jesté v

12.2 Odhad parametri metodou maximalni vérohod-

nosti
V piedchozim oddilu jsme naznacili sz'flsob, jakym statistik mize odhadovat
neznamy parametr. Vybérovy primér X a interval (12.4) jsou bodovym a in-
tervalovym odhadem parametru 4. Zdaleka ne pokazdé odhadujeme stfedni
hodnotu. Uvedme proto obecnéjsi postup.

Méjme nahodny vybér rozsahun (posloupnost n nezavislych stejné rozdé-
lenych nihodnych veli¢in) X1, Xa, ..., Xy z rozdéleni, které zavisi na (obecné
vektorovém) parametru 8. Najit bodovy odhad znamend najit takovou
funkei nahodnych velicin X1, Xa,..., Xy (téz statistiku, vybérovou charak-
teristiku), ktera je v néjakém smyslu blizko skute¢né hodnoté 6. Oznacme

tento odhad jako T' = T(X1,Xo, ... , Xn). Protoze je T funkce nihodnych
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nahodnou veli¢inou. Konstanta (vektor konstant) b = g 4

se nazyva vychyleni. ltekneme, ze odhad T parametru ¢ je nestranny,

(nevychylenym) odhadem, jestlize plati ET = 0 pro kazdé 6. ‘.\v('h"[l'('mm)'.ll
snamend, 7e vychyleni je nulové. Pozadavek nestrannosti tedy znameng :t
v priimérn’ odhaduje pifmo parametr 0, pricemz vyraz v J”'f““("l‘n"’ x:

velicin, je tald

vztahuje k opakovini vyhéru.
Lze si piedstavit, ze mame k disposici vice nestrannych odhadi ngj,.
kého parametru. Napriklad k odhadu stiedni hodnoty lze misto "‘\"h(‘l.("'l;’vll(;
Takovéto konlkurenéni odhady |20

priméru X pouzit pouze pozorovini X|.
porovnat podle velikosti kolisani kolem odhadovand hodnoty. Lepsi bude g

kovy odhad, ktery lkolisia ménd.
Rekneme, ze odhad To € 7 je nejlepsi odhad parametru 0 ve tijde

odhadi 7, jestlize ma mezi viemi odhady z této tiidy nejmensi rozptyl, tj
~ b} .

jestlize plati implikace

(12.5) T e T = varTy < varT.

(O nerovnosti mezi maticemi viz A3.)

Nekdy \:_\'S('tf'ujmnu asymptotické chovini odhadu v zivislosti na rozsahu
vybeérn n. Rikdme, ze odhad T = T, je konzistentnim odhadem para-
metru @, jestlize pro kazdé e >0 plati

(12.6) ,,IEEOP[”T” - 0” < '5] =1,

tedy, jestlize posloupnost T, konverguje k @ podle pravdépodobnosti. V jed-
norozmérném piipadé k tomu napriklad sta¢i, aby posloupnost stfednich
hodnot odhadit konvergovala k odhadovanému parametru a posloupnost je-

jich rozptylit konvergovala k nule, jak uvadi nasledujici véta.

Véta 12.1. Plati-li

lim ET, = 6,
n—oco
lim var?, = 0,
n—oo

pak je T,, konzistentnim odhadem 6.
D @ k a z: Zvolme libovolnd € > 0. Podle CebySevovy nerovnosti (véta

9‘1) platx’ pro kazdé n
P“Tn i ETn’ < 5/2] >1- VarT,n .
(6/2)2

A A VIV IRENL
M My AT INT VLTI

12.2 O(Umd para

metrii metodou maximalni vérohodnosti 100

L~

pro i > 1o vidy |ET, — 6] < €/2. Pron > no viak plati

)HL’.“SD(‘- J(,

Sc
p(IT. -0l <€l 2 P(|Tn - ETn| < €/2,|ET, — 0] < €/2]
P(|T, - ET.| < /2],
na pravé strané je jevem jistynu. Posledni pravdepodob-
0

jruby z jevu
hysevovy nerovnosti konverguje k 1.

nebot ¢ -
k l)U(“(' Ce

n(lh'( v3a
priklad 12.2. Uvazujme nahodny vybér Xy,..., Xu % normalniho roz-
» 9 2
jeleni s¢ stiedni hodnotou ju-a rozptylem o?. Jako odhad rozptyln o= se
de : ) g
Ziva statistila

nekdy POt

7e tento odhad neni nestrannym odhadem

li vétu 11.5, zjistime,

Pouzijeme:
Bl
rozptyln o7 1 -
a n-— 9 n— 5
EU') = e S = 52
n n
Zicjme véak plati limp—co 52 = o2, Pouzijeme-li vysledku cviceni 11.2, do-
re 3 Voc
staneme podobné |
: 2 . 207
Jim varS” = lim =0,
=40 n—oo 1 —
stentnim odhadem roz-

O

tatistiky T =

takze podle voty 12.1 je vyéeti'ovanz’l statistika konzi
a2

ptylu o™
Zavedme obecné také intervalovy odhad. Plati-li pro s
T (X1, X2,  Xn), Tu = Ty(Xy, X2, ., X,) vztah

P[TL _<_9§Tul:1—-a,
{ interval spolehlivosti (intervalovy odhad)
1-a.

k nalezeni odhadu. Piedpokla-
charakterizovadno
1 ‘\’TL)T jC

(TL,T(j) tvor ' |
f s koeficientem spolehlivosti

7hyva uveést dostateéné obecnou metoduv ; o
dejme, Ze nahodny vybeér byl pofizen' z rozldelern, které J{, 2
nustotou f(Z; 8). Sdruzena hustota nahodného }/ekt.gru (X1, X2, .-

Josti dana pTedpisemn

vzhledem k pfedpoklédané nezavis

f(ﬂil,.’lfz,...,xn;a) = Hf((l:,,g)

=1

tikdme, 7€
pro parametr

(12.7)

S
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KdyZ vysetiujeme sdruzenou hustotu f(x; @) jako funkci 8, nazyvime i va
rohodnostni funkei. Zpravidla je technicky vyhodnéjsi pracovat s logarit
mem veérohodnostni funkee, tedy s logaritmickou vérohodnostnj funke;

1(0) = In f(x;0) = D _In f(zi; ),
i=1

piidem? tam, kde je f(x) = 0, definujeme {(8) = —oo. Podobné v piip e
diskrétniho rozdéleni charakterizovaného pravdépodobnostmi P [\ = l‘."ﬂ]v
, nos . . ¥ e i & ’

i =1,2,..., definujeme logaritmickou vérohodnostni funkei jako '

n
(12.8) 1(0) = Z]n P[X,- =z 0].
i=1

Odhadem parametru @ metodou maximilni vérohodnosti je takoy;
hodnota parametru 8 € ©, kterd maximalizuje na mnoziné moznych he.
not ® parametru & vérohodnostni funkei (resp. logaritmickou vérohodnostpg
1 funkei):
] 5
{ e =1(0)>10).
. V pripadé diskrétniho rozdéleni lze fici, Ze odhad metodou maximalni verq.
r hodnosti vybere takovou hodnotu parametru, pii které je pravdépodobnost
Ze nastane praveé ta hodnota ndhodného vybéru, kterd se skutecné I‘ealizg.’
vala, nejvétsi mozna.

Pf"ﬂflad 12.3. Mé&jme nahodny vybér Y1,Y5, ..., Y], z alternativniho rog-
déleni bi(1, p), kde p € (0,1) je nezndmy parametr. SdruZené rozdéleni pai-
hodného vektoru (Y7,Ys,...,Y,)7 je déno vyrazem

[IPi =y =p*(1 - p)",
=1

!ic]l\e ¥ = 2., ¥i, takZe logaritmickou vérohodnostni funkci miiZeme zapsat
jako

ip) =yInp+(n—y)n(1-p).
Pfi hleddni maxima fesime rovnici

Ap) 'y n-y

kterd vede k odhadu (ptesn&ji k odhadni funkci)

.1
p=-Y,
n

~— 1~ - ~J e LR A A TR ]

12.3 Testovini hypotéz .

) ' OVOE. Fe ide sk x .
Y;. Snadno se ovéii, ze jde skutetné o maximum veérohod-

kde je Y = Zl:l

tni funkee. O

{klad 12.4. Méjme nihodny vibér rozsahu n z normdlniho rozdéleni

v némz odhadujeme oba parametry. Logaritmickd vérohodnostni
2

pro pt € K, 07 > 0 tvar

nos
PE'
N (,g, a'),

funkce ma

o n N l n .,
lp,07) = 5 In(2ro”) - = Z(‘r‘ AL
=1

Derivovz’mim dostaneme
1 n ) _'
- i=1
n 1 1 n . _ 1 ) | )
2 ~gip P =il % =) s
do* o - >3

(Pozor, odhadujeme velicinu a?, tedy derivujeme podle veli¢iny oznacené
o2, nikoliv podle 0.) Dosadime-li do matice druhych derivaci odhady i, %),
1

dostaneme negativné definitni matici

n
= 0
a’ n
g = ,

coi znamend, Ze nalezena fefeni soustavy rovnic jsou opravdu maximalné
: ' 2

vérohodnymi odhady. Pfipomindm, ze v piikladu 12.2 jsme zjistili, ze &
neni nestrannyn odhadem, pouze odhadem konzistentnim. O

12.3 Testovéani hypotéz

Vyjdeme z nahodného vektoru X = (,Xl"'l.’ Xf')T se s’druieno? di’stri-
buéni funkel Fyx (x). Hypotézou rozumime néjaké t\.frzem o rozdéleni ur-
teném touto distribuéni funkei. Ve statistice fo_rmuhue_me nulov?u hyp’o-
tézu Ho a alternativni hypotézu H, kterd je z?rawdla negaci hypotézy
nulové. Moznymi rozhodnutimi jsou nulovou hypoteizu zar‘mtnout nebo ne-
zamitnout. Rozhodujeme na zakladé realizace nathneho v?ktoru, ta}cze

Kdy# hypotézu zamitneme, pres-

nemfizeme zarucit bezchybné rozhodnuti. i / '
toze plati, nastava chyba prvniho druhu. Kdyz hypotézu nezamitneme
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skutecnost

rozhodnuti Ho plati Hy neplati

chyba prvniho druhu
- chyba druhého druhy

zamitnout Hy
nezamitnout Hg

Tabulka 12.2: Mozné situace pii statistickém rozhodovani

v situaci, kdy neplati, nastava chyba druhého druhu. Ctyii mozné sity,.
ace znazornuje tabulka 12.3.

Statistické rozhodovani probiha tal, ze predem urcime kriticky obor 117,
coz je mnozina vysledki pokusu, pii kterych budeme hypotézu zamitat. Tmr
kritického oboru stanovime tak, aby nahodny vektor X = (X, ... X7 do
kritického oboru padl za platnosti alternativni hypotézy co mozna nejéas-
téji, kdezto za platnosti nulové hypotézy Hg ziidka. Velikost kritického obory
zvolime tak, abychom platnou hypotézu zamitali nejvyse s pravdépodobnosti
a. Této maximalni dovolené pravdépodobnosti chyby prvntho druhu se Fikg
hladina testu. Zpravidla se voli & = 0,05 nebo a = 0,01 S rozvojem vypo-
cetni techniky se stale ¢astéji pouziva postup, pii kterém se urci neymensi
hladina, pfi které bychom jesté hypotézu zamitli. Tato dosazena hladina
testu se v anglicky psanych vystupech oznacuje jako P—value, Sig. level,
P a podobné. Vyjadiuje pravdépodobnost spocitanou za platnosti nulové
hypotézy, ze dostaneme pravé nas vektor X nebo vektor jeste vice odporujici
testované hypotéze.

Pro stanoveni kritického oboru mtizeme ve vétsiné situaci pouzit veéro-
hodnostni funkei. Predstavme si situaci, kdy nulova 1 alternativni hypo-
téza urcuji rozdéleni jednoznacné. Uvazujme rozdéleni dané hustotou za-
vislou na parametru 6. Za nulové hypotézy je rozdéleni nahodného vek-
toru X dano hustotou f(x; ), za alternativni hypotézy hustotou f(x; ).
Dosadme do téchto hustot skutecné realizované hodnoty nahodnych veli¢in
X, = 1,...,. X\, = r,. Pokud bude f(x;8p) vyrazné vétsi nez f(x;6,),
svéddl to ve prospéch platnosti Hp, opaéna situace svédci spiSe pro zamit-
nuti nulové hypotézy. Nasledujici tvrzeni ukaze, ze naznaceny postup vede
k optimalnimu rozhodovani.

Véta 12.2. (Neymanovo-Pearsonovo lemma) Necht k danému
a € (0,1) existuje takové ¢ > 0, Ze pro mnozinu

(12.9) W.={x:f(x:8)) >cf(x;60)}

wcal il icu MYy “alliovalnivcl
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plati
(12.10) f(x;8)dx = o

JIW,

Potom pro kazdou meéfitelnou mnozinu W takovou. ze je

(12.11) f(x;8y)dx = a,
JHW
plati
(12.12) / flr; 0y)dx > fi(x;8,)dx.
. Ju

'I) u koo oz Mnoziny TV IV, lze psat jako disjunkini sjednoceni 17 =
W-W)u(Wwnw,), W.= (W, = W)u (W nW.). Proto rozdil

A= fix:8,) — f(x;8y)
Jw, Jw

lze psat ve tvaru

Az/ f(X:91)+j F(x:8,) - / f(x;el)—/ £(x:01).
JW. W Wnw. JWnNW, wW-W.

Dva prostredni integraly se zrudi. Integraéni obor prvniho integralu je ¢asti
mnoziny We, takze vzhledem k definici této mnoziny miizeme tento integral
odhadnout zdola. Podobné integracni obor posledniho integralu neni casti
mnoziny W., takze odecitany integral mizeme ze stejného diivodu odhad-
nout shora. Je tedy

f_\gcf f(x;f)o)—(:/ f(x;89).
W.—Ww W,

Kdyz sem znovu pridame integraly pres W, M IV, prava strana se nezmeéni,
takze dohromady dostaneme (s pouzitim predpokladu (12.10), (12.11))

f fxﬂoﬂ/fxﬂo

= ca—(‘a-()

A

Av4

Piedpoklady (12.10) a (12.11) pozaduji, aby kritické obory W, a W mély
za platnosti nulové hypotézy stejnou pravdépodobnost a, tedy stejnou hla-
dinu vyznamnosti. Tvrzeni (12.12) porovnava pro dva uvazované kritickeé
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obory IV a WV, pravdépodobnost, s jakou zamitneme nulovou hypotézu, kdyz
plati hypotéza alternativni (tzv. silu testu). Pro kriticky obor TV, je tato
pravdépodobnost pfinejmensim stejnd ncbo vétsi, nez pro obecny kriticky
obor V. To znamend, #e kriticky obor TV, dd silngjsi test. A protoze jako
W vystupuje jakykoliv kriticky obor s hladinou vyznamnosti a, je 17, mezj
kritickymi obory s danou hladinou a nejsilnéjsi mozny.

12.4 Test hypotézy o stiedni hodnoté v normalnim roz-
déleni se znamym rozptylem

- . ST i 2 .
Uvazujme ndhodny vy¥bér rozsahu n z rozdéleni N(p, a?). Rozptyl o pova-
zujeme za znamy. Testujme nulovou hypotézu Hp @ it = g0 proti alternativnj
hypotéze H, @ jo = pp, kde je po < y1p. Protoze je

A 2\ _ 2 = /2 1 ° N D)
Flx;pu,07) = (271'0 ) exp (~202 ;(1, — ) ) ,

ma kriticky obor z Neymanova-Pearsonova lemmatu sviij tvar urcen neroy-
nosti

%ﬁ;:—;; = exp (— 2(172 (Z(Ii —m)? - Z(fi - Ho)e)) > 8

i=1 i=1
tedy po pravé (nejprve logaritmovéni)

o

- ; 20
8 == [l = ) 2 o,

Predpoklad j1; > pp vede k nerovnosti

+ 2
Ho + a
2 n(p — o)

Vidime, Ze tvar kritického oboru W, nezdvis{ na hodnoté neznidmého para-

metru a2.

Velikost tohoto oboru uréime z poZzadavku na hladinu testu:

T .-
s 0 ]
ag a

.7?_>,'ul Inc=z".

a:Po[X’zr*]zpo[

Index 0 u symbolu pravdépodobnosti znamena, Ze pravdépodobnost poéi-
tame za platnosti nulové hypotézy Ho. ProtoZe v tomto piipadé ma statistika

X — o
a \/‘E

Scanned by CamScanner
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rozdélent N(0, 1), je tieba zvolit

Tt —
— B =(a).

Nejlepsi kriticky obor je ddn pozadavkem zamitat nulovou hypotézu Hy :
= jo Ve prospéch alternativni hypotézy H @ o = 11 (> po), kdyz nastane

‘\_: ~— Mo

(12.13) Z= Vv > z(a).

a

Tento kriticky obor ma velmi dilezitou vlastnost - nezavisi na hodnoté p;.
(Pozor, musi platit gy > po).

’ﬁk

3 =2 1 0 1za2 3 4 5

Obrazek 12.1: Znazornéni pravdépodobnosti chyby prvniho (a) a druhého
(@) druhu. Tence je uvedena hustota Z za platnosti alternativni hypotézy:
i = po + 20, tucné za platnosti nulové hypotézy

Piiklad 12.5. Vratme se k piikladu 12.1. Je znamo, Ze kazda nasledujici
generace je v primeéru o néco vy$si nez generace piedchazejici. fo;Zeme se
tedy ptat, zda pramér = 139,133 cm zjistény v nahodném vybéru roz-
sahu n = 15 znamen4, Ze na 5% hladiné mame zamitnout nulovou hypote:zu
Ho : 1 = 136,1 cm (zjisténi z roku 1951) ve prospéch alternativni hypucztezy
Ha @ p > 136,1 cm. Rozptyl a2 = 6,47 cm?, zjistény v roce 1?51 miizeme
povaZovat za zndmy, nebot variabilita vysek zfistiva (na rozdil od stiedni
vysky) téméF nezménéna. Po dosazeni do (12.13) dostaneme

L 139,132 - 1361 /= - 1835,
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co7 je hodnota prekracujict kritickou hodnotu z(0,05) = 1,645, Nulovoy jy. 18. Linearni model

potézu tedy na 5% hladiné zamitneme ve prospéch alternativoi hypotézy, 7. | _ .
se stiedni vygka desetiletyceh hochit zvétsila. Dosazena hladina '”ll""'“l"'llli N asledujic kapitolka -lm;/_: k |'|l]’[.l\l“h|||'l neho schematu, ktere je zakladem
testoveé statistice je rovna 3,33 7, takze napriklad pria = 2.5 % by dosazeyy fady statisti kych postupn, z mchz nékteré budou uvedeny kapitole pristi

vysledek jiz nebyl statisticky vyznamny ‘
Pozorny ¢tenai zjistil, ze jsme dosli k jinému zavéru nez v prikladu 12/ 13.1 Prumeét do podprostoru

Pro¢? Ano, kriticky obor (12.13) se vztahuje k jednostranné alternatyyvy v matice X budeme znadit r,,, jeji sloupee x,. V této kapitole budeme

‘ 5 - . 3 ) D) - Prvky
hypotéze Hy @ 0 > g, kdezto konfidencéni interval (12.4) je svmetricky e B dpokladat, ze X je matice konstant o n iadcich a k linedrné nezd
(oboustranny ). Kazdy z uvazovanych kriticky« h obori je zalozen na jingep lijch slonpeid b Jsou tedy % oxg lnedarne nezavislé vektory. Linearm
'S

predpokladech,. Skatecnost, ze v prikladu 125 nepripoustime moznost bal téchto vektori budeme znadit M(X), je tedy
klesu populaéniho priaméru, umoziuje vénovat celou pravdépodobniost chyhy otv

prvniho druhu pouze situacim, kdv je X > . (13.1) M(X) {x eR" x = Xt.t € R }
Vysetreme nyni pripad oboustranndé alternativol hypoteézy o
Méjme nahodny vyber Xy, ..., X, 2z rozdéleni N(p.o7) se znimyvimn rog- Ziejmé musi platit k< n. viude dal Inul--uu; |nui;n-l;|iul.‘|!4 k ~”i \ lll
ptylem o a na hladine vyznamnosti a testujme nulovou hypotézn H : pearnim podprostoru M(X) existuje unnur.um.-lm biaze. Necht prave \-ull|n|
fto, kde g je dana konstanta proti alternativoi hypotéze Hooope # . Spise matice P tvori ortonormalni bazi M(X). Uvedenoun hf‘_“ lf" 'i"i‘l""‘?"'l',"‘t"
ve prospéch alternativni nez nulové hypotézy svedci situace, kdy bude odhad pormalni bazi celého prostoru B pomoci ~lun|n. i nejake Infmuj . otonl
X parametru g od hypotetické hodnoty parametru g piihs vzdalen. at yz je matice Q = (P.R) ortonormalni, coz spec ialné znamena, ze plati
bude vétdi nebo mensi. Proto je vhodné rozhodovat pomoci statistiky | Z| PP 1,
Protoze niahodna velicina Z ma za hypotézy symetricke normalni rozdeleni, (13.2) ; ‘
pouzijeme kriticky obor dany nerovnosti |Z| > =(a/2). (13.3) RIR = bk,
Priklad 12.6. Kdybychom v prikladu 12.5 nemohli pouzit apriorn zna- (13.4) P R = 0,
lost, ze neplatnost hypotézy nutné musi znamenat, ze je g > g, takze (13.5) PP/ +RR" = 1.

bychom uvazovali oboustrannou alternativoi hypotézu Hy : 0 4 136.1 .

TR P % , . ! ; : 200 M(P) = M(X). plati nutne
nezamitali bychom na 5% hladiné nulovou hypotézu, protoze je |z| = 1,835 « Vzhledem k tomu, ze je . 1(P) ). 1

1,960 = u(0,025). Pri oboustranné alternativé bude dosazena hladina dvoj- 13.6) R'X=0
. . rs p % " : (10.0
nasobna v porovndni s jednostrannou alternativou (v prikladu 12.5), bude -
tedy rovna hodnote 6,66 %. @) Véta 13.1. Necht y € B je pevné svoleny vektor. Oznacme
; y=PPy.
(13.7) y=PPy

20t0 lil” By < Aii2
Al zeMX)=ly-2I* 2 lly -yl

s rovnosti prave kdyz je z = y. - »
Duokaz Jelize M(X) = M(P), pak existuje t e R
7 = Pt. Pro kazdé y plati

takove, ze je

Iy - PPTy) + (PP"y — PY)|[’
IRRTy|” + [ly - PO
IRR yl|*

ly - zI?

vV

\Jml Iminua ”] N AL TIN VAL T IV
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s rovnosti prave kdyz plati

yspt=z- =

Veta udava navod, jak nalézt v p(nlpl‘(fﬁlf{l'}} 'VlSX), lfktl;lxjuﬁflfll vektory y
vektor nejblizéi a navie tvrdi, ze [("llt()'ll("ﬂ)hxhll ve \[f],l].'ll -( im. _}4 ( -Il(lltl:l(‘n(“
Matice PP se nekdy nazyva projekéni ll)i\th(C[{\(\'\[til) -ytm‘- Fllfl{ “il'l_'_\:"\-;"
ortogonilni prinmét vektoruy do |nul|’nnshllvll‘. , .}—‘t }; EJJW vektor y je
uréen jednoznadne, stejnon viastnost ma nutne i vektor y —y.

Vita 13.2. Matice H = PP a M= RR? jsou urcéeny jednoznacne,
tta 13.2. M =
D i k a z: Necht Py, P2 jsou dve ortonormalni bize prostoru M(X). Je.j;
Q, = (P,R) ortonormilni matice, ma vzhledem k M(Py) = M(P,) stejnoy
vlastnost i matice Q2 = (P2, R). Pak je ovsem
T = _ T
PPl = 1-RR,
p,pT = 1-RR',

talze vzhledem ke shodé pravych stran musi byt shodné levé strany. o

Véta 13.3. Jediny rozklad vektoru y tvaru
(13.8) y=yi 4y N €MX), yr LMX),
je din vztahy

(13.9) y =% ¥.=y-¥

D 0 k a z Vektory uvedené v (13.8) pozadované¢ vztahy spliuji, feSeni
pozadavkil (13.8) tedy existuje. Nechf y,*,y," jsou dalsi takové vektory.
Potom je
(13.10) y,—-y" € M(X),

a soucasne

Vi—¥i" =y -yt
Jediny vektor, ktery vyhovuje pozadavkim (13.10), (13.11), je nulovy vektor.
a

Z uvedeného je ziejmé, ze vektor y—¥ je primétem na podprostor M(R),
ktery je ortogonalni k M(X).

[ —
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Veta 13.4. Platd

(13.12) y=y &yeEM(X),
(13.13) y=0 &yl M(X).

Dukaz Proy € M(X) je nejblizsim prvkem tohoto prostorn samotny
prvek y. proto je takeé svym prométen. Rovoost y = y nemize platit pro
zadny vektor mimo M(X), protoze tuto rovnost zadny takovy vektor splnit
nemuze. Drubid dokazovana ckvivalence je dasledkem pohiledu nay —y juko

na prinnét na ortogondlni doplnék podprostoru M(X). .

13.2  Metoda nejmensich ¢tvercen

Méajme ndhodny vektor Y, o kterém predpokladime, ze plati

(13.14) Y =X3+adZ,

kde 3 je vektor nezndmych parametri, o > 0 je nezndmy kladny parametr
(smérodatnd odchylka). Matice X je stejné jako v celé této kapitole matici
znamych konstant o n fadeich a k sloupeich hodnosti k, piicemz plati k <
n. Nahodny vektor Z je slozen z nezavislych ndhodnych velicing z nichz
kazdd ma normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.
Souhrnne muzeme predpoklady na Z zapsat jako

(13.13) Z ~ N(0,1).

Uvedené piedpoklady budeme oznacovat jako linedarni model. Nékdy se
tento model podrobnéji oznacéuje jako normalni linedrni model s aplnou hod-
nosti. N
Odhad vektorun X3 metodou nejmengich étverca je takovy vektor ¥ =
Xb € M(X), ktery minimalizuje ¢tverec délky vektoru Y —Xf3, tedy funkci

n k
SB) =Y - XBI* = (¥i = D =)
i=1 j=1
Podle véty 13.1 vime, ze musi byt
Y = PPy
PPT(XB +02Z)

XB+0oPPTZ  (viz (13.12) pro sloupce X)
(13.16) = XB+0PV,
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kde jsme oznadili v_p'Z
(13.17) -
Podobné zavedeme o
(13.18) U=RZ

. 7 7 — ol 7 a matice Q je ortonormalni. podle véty g 3
Protoze je (V]'U F=4q Z L - "/1‘ U7 jsou nezavislé a m; o
dostaneme, ze slozky nahodného velktoru ( 3 ‘N{'O 0V : &] naji
vSechny rozdéleni N(0,1). Specialné tedy Pmrl Ul . it ulcy"l\'ii;]\’ (l(“')'

14 o o s pouziti 13.5) zapsat Jako s ' zavislych na.
Nahodny vektor Z lze s pouzitiii ( IEES Heaa !
:1 :tllll(lJ\f'rl]i \'E‘l'f\l)l'l(l RU a PV Nihodny vektor Y lze tedy vyjadiit jako soucet

odny N é . )
(13.19) Y:X,B+rrPV+rrRU.
pravé strané jsou z podprostoru M(X), je

Protoze pryvni dva scitance na 56 e
m k definict llllluhuul/nu-]“p]“, normal-

jejich soucet roven prave Y . Vzhlede
niho rozdéleni tedy plati
Véta 13.5. Plati R e
(13.20) ¥ ~N(x8.0°PP )
Vlastnosti rezidui ¥ — Y udava nasledujici véta.
Véta 13.6. Plati
(13.21) Y-V ~ N(o.a-’RR"'),
(13.22) Y = Y|*/o* ~ X*(n—k)

D 1 k a z: Ditkaz prvniho tvrzeni je podobne jako u predchozi véty zalozen
na vyjadfeni (13.19). Druha ¢ast plyne z toho, ze je

(13.23) Y = Y|*/o* = |RU|” = [U|I* ~ x*(n — k),

nebot jde o soucet ctvercit n — k nezavislych nahodnych velicin s rozdélenim
N(0,1). O

Neékdy je vhodné testovat hypotézu, ktera tvrdi, ze k popisu stiednich
hodnot vystacime s mensim poétem parametri. Nahodny vektor Y spliiuje
podmodel, kdyz vedle (13.14) plati

(13.24) Y =X"8°+02Z,

kde pozadavky na Z (13.15) zistavaji v platnosti a existuje matice T takova,
ze je

X’ =XT,
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. S 0y ~ i
(coz implikuje M(X") C M(X)), a kdyz soucasné plati
(13.25) 0<qg<k,

: s w0y o
kde g je hodnost ”';:““ X -V tomto piipadé mizeme najit ortonormalni bézi
podprostoru M(XT) tvorenou sloupei matice P, kterou lze rozgifit pomoci

k — g sloupcu matice l: llld ortonormalni bazi podprostoru M(X) tvorenou
: atice - - Iale " o v e
sloupci matice P-= (P7,P7). Vektor V mizeme rozdélit na dva podvektory

VI) P'JT?
13.26) V= ( ) = “ .
( V! Pz

Plati-h podmodel, pak plati

y' = pp'ly
= X8+ oPV,
(13.27) ol = oP'V! 4 GRU,
(13.28) Y =¥ = Ve + o,

Zejména posledni tvizeni bude uziteéné pii testovani hypotézy, ze plati pod-
model.

Vratme se nyni k obecnému modelu a zabyvejme se odhadem vektoru /3.
Hledame takovou linearni kombinaci Xb sloupeit matice X, ktera da odhad
Y vektoru X3. Protoze je nutné XT(y — f’) = 0 (ortogonalita sloupci X a
R), dostaneme b posloupnosti implikaci: '

Xb=Y = X"Xb=X"Y = x"xb = X"y,

tedy
(13.29) b=(X"X)"'x"y.

Vzhledem k tomu, Ze matice X ma linearné nezavislé sloupce, existuje
requldrnt matice T, pro kterou je X = PT. Potom lze vektor b psat jako

b = (T"P7pPT)~'T7PTY
= T YTPT(PTB 4+ 02)

(13.30) = B+oT 'V,

Hodnotu [|Y — ?til nazveme rezidualni souéet étvercu a oznacime

RSS. Jako odhad rozptylu ¢? pouzijeme rezidudlni rozptyl definovany

jako
(13.31) 5% = ||Y - Xb||*/(n - k).
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Véta 13.7. V linearnim modelu plati

i =1
(13.32) b ~ N (ﬁmﬁ (XIX) )
(13.33) (n - k)S*fa® ~ X(n—k),
(13.34) ES? = 0%,

piitemz nahodné veli¢iny b a 52 jsou nezavislé.

D @ k a z: Varianéni matici odhadu b dostaneme z (13.30), kdyZ pouzijeme

vztah i - R
(xTx)~L = (PT)T(PT)) =TT .
Tvrzeni (13.33) je jen jinym vyjadienim (13.22). Posledni tvrzeni plyne
z toho, Ze stiedni hodnota y” rozdéleni je rovna poctu stupni volnosti. Ne-
zavislost plyne ze skutecnosti, ze b je funkei V, kdezto odhad rozptylu je
funkei rezidualniho souttu étvercil a tedy vektoru U. 0O

Plati-li podmodel (13.24), pak je

2 5000, o S22 bl 9
(RSS° — RSS)/a = |IY =¥ |*/o® = |[Y = Y|*/o* = [V} ~ x*(k = q).

Proto plati nasledujici tvrzeni.
Viéta 13.8. Plati-li podmodel (13.24) linedrniho modelu (13.14), pak je

_ (RSS" - RSS)/(k - q)

(13.35) F= RS k) ~F(k —qn— k).

V dal3im vykladu bude uZzitecné pouzit oznaceni
(13.36) G (xTx)_l .
Pro jednotlivé slozky ndhodného vektoru b pak lze psat
(13.37) by ~ N(3;,0%¢s5).

Pouzijeme-li misto nezndmého parametru o jeho odhad S?, dostaneme od-
tud (viz priklad 8.8)

(13.38) Tj=2—L~tln-k

J ~un ‘l")1
SNET
coi_ Ize pouzit v fadé specialnich pripadi. Nahodné veli¢iny T3, ..., T} samo-
zfejmé nejsou nezavislé.
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14. Specialni pripady lineiarniho modelu

14.1 Jeden vybér

Necht ma matice X = 1 pouze jediny sloupee obsahujici samé jednicky, takze

jek =1, necht maji nezavislé nahodné veliciny Y7, ..., Y, normalni rozdélent
p 2 = T z ¥ ¥

N(3, 0 ). Potom po dosazeni do (13.29) a (13.31) ziejmé dostaneme

2 1 . o2
(11.1) § = -

coz jsou odhady zndmé z oddilu 11.3. Statistika (viz (13.38))

Y - f
S \/T_l'

umozinje testovat nulovou hypotézu Hg : 8 = 3 proti alternativni hypotéze
Hy : 3 # [ (tzv. jednovybérovy t test). ProtoZe ma statistika T' za plat-
nosti nulové hypotézy rozdéleni t(n — 1), budeme nulovou hypotézu zamitat
na hladiné a v piipadé, ze je |T| > t,,—1(a).

Analogii intervalu (12.4) je interval spolehlivosti pro stiedn{ hodnotu /3
se spolehlivosti 100(1 — a) tvarn

(14.3) (1" - %tn_l (@),Y + %tn_l (a-)) :

Nulovou hypotézu Hg : 3 = o zamitneme na hladiné «, prave kdyz hodnota
By neni v intervalu spolehlivosti (14.3).

Piiklad 14.1. Kazdy z dobrovolniki, kteii pobyvali nékolik dni bez
zprav o vnéjsim svété v jeskyni, mél za kol bez technickych pomicek od-
hadnout ¢asovy interval dvou hodin. Pokus byl organizovan tak, Ze se ve
svych odhadech nemohli jednotlivi dobrovolnici ovliviiovat. Skutetna trvéani
fidajné dvouhodinového intervalu v minutich jsou uvedena v tabulce 14.1.
Na 5% hlading testujme hypotézu, ze odhad délky ¢asového intervalu je
v téchto podminkich nestranny. Standardni vypocty daji hodnoty n = 14,
7 = 138,143, s = 22,364, takze vyjde t = (138,143—120)\/1_4/22,364 = 3,035,
co? po porovnani s tabulkovou kritickou hodnotou t13(0,05) = 2,160 vede
k zamitnuti nulové hypotézy na 5% hladiné. Tomu odpovida také dosazena
hladina rovné 0,96 %. O

(14.2) T=
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135 [ 108 52 | 139 | 145 | 126 | h,
176 | 138 [ 140 [ 110 | 166 | 1562 I 143 |
Tabulka 14.1: Skutecné délky éasovyeh intervali

Jinym ponzitim naseho modelu jo tak zvany parovy totest Predpo
klada se, ze mame nezivisle dvojice nahodnyveh velicin (Wi 1)
(W Vo), Jejichz rozdily Y, Iy, = T, i 1. .n omaji rozdelend
N(3,a%). Testujeme hypotézu, ze pro kazdé ¢ plati EIV,, = EI,. Pro na
hodné veliciny Y, to znamena pozadavek Hy © 4 = 0. Protoze jo Y = 11— 11
pouzijeme k rozhodovant statistilo

(144 r - - 2 Vi,

kde je S* wréeno vztahem (11.1)

Doporucujeme, aby si ¢tenai peclive rozmyslel rozdil mezi formulact ne
zavisle dvojice nahodnych velicin a formulact dvojice nezavislyeh nahodnych
velicin. V pripadé parovych testi je totiz vyhodne, kdvz nahodne velicin
0, Ty jsou korelovand.

Priklad 14.2. Na 9 pokusnych polich byly zjistoviny vynosy nové od-
rady psenice. Oznacime-li jako y, zjisténé rozdily, snadno zjistime. ze je

ll]l\[ll._-
sezdna A B ] (@] D E ] F T G H
1983 4,23 | 5,09 | 4,55 5,31 | 504 545 [ 4,76 5,57 1,97
1985 5,83 7.05 | 6,00 4,86 | 6,31 522 | 6,44 1,71 6,09
rozdil 160 | 1,96 | 145 [ -045 [ 1,27 | -0,23 | 1,68 086 [ 112

Tabulka 14.2: Vynosy pienice ve dvou sezénach

y=0833 s =1,053, ¢t = 0,833\/@/1‘053 = 2,387, coz je hodnota o malo
vetsi nez 5% kritickd hodnota #5(0,05) = 2,306. Dosazena hladina vyznarn-
nosti je rovna 4,4 %. Na 5% hladiné se dosazené vynosy v obou sezénach
vyznamné lsi. O

14.2 Dva vybéry

Necht nahodny vektor Y je slozen z podvektorn ¥V, = (Yad i ¥isy wos Yo )T
i=1, 2. Predpokladime, Ze viechny slozky nihodného vektoru Y jsou neza-
vislé a maji viechny stejny rozptyl o, dale ze ndhodné veli¢iny z jednoho

&;m- HiIvU My il vnneg

14.2 Dva vvbéry 181

podvektoru maji stejnou stredni hodnotu g vesp. o, Oznadme ) = puy,
f, = o — p, takze vzetah (13.14) lze zapsat pomoci vektoru Yoa matice X

.\7|l\,u|1 sloupeich jako

Y, 1 0
Yo 1 0 (h ,
i 11 1 ) e
} 11

(Jznacie

-'.“‘ I H;

¥ AN Vi ¥, N as
1Ly &
N Rt |

by ny + T Mo : ( m Y +ls
( b ) ( T "y ) 1Yo
_ I o 119 ( Y, + Y, )
- H[Ir!_v —T13 My + Ny ) naYs
- ( ¥
- Yo - Y

e (M )

k testovani hypotézy Hg @ pyp = po (tj. 32 = 0) lze pouzit testovou statistiku

o T Y; - 1 1y
(12.5) - S ny +na’

kde je tentokrat

n)

Cpmp—_— (P S O |

ny +ny — 2 o o
nebot vyjde zfejmé Yy, = ¥, a Y2, = Y. Nulovou hypotézu Hy @ ;= po
na hladiné a zamitame ve prospéch oboustranné alternativy Hy @y # po,

jestlize plati
(14.6) IT| = tn,+n,—2(a).
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jako dvouvybérovy t test. Zejmey,
lvou vyéetfovanych vybéri.

li volbou 3 =y, 3 = -
dnicek a pak no nyl 4

Uvedena metoda je v ¢asto uvadéna
je nutné zdiraznit pozadavek nezavisloste «

Ke stejnému kritickému oboru bychom dospe ‘
a matice X, jejiz prvni sloupec obsahuje nejprve 1 )¢

Viimnéte si, ze tato puvodneé zvoleni

druhy sloupec ny nul a ne jednicek.
matice X maji stejny linearni obal M(X).

Piiklad 14.3. Pouzijme jesté jednou data © vyskach 15 nahodne vy.
branych desetiletych chlapeu z prikladu 12.1. Mame k disposict také idaje
0 \’_\":‘s‘l{;ic'h (l\';lu;i;‘ﬂ nahodné vybranych desetiletych divek (tabulka 14.3),

7 piikladu 12.1 znime hodnoty 1 15, in 139,133, vypocteme dale
T35 T 14T [ a3 | 182 | 146 [ L6 |
[ﬁl [’_I_LT;[W T31 | 142 | Ui |

Tabulka 14.3: Vysky dvanacti desetiletych divek

Sy —in )? = 601,733. Podobné pro divky dostaneme rno = 12, yo = 140,75,
Sy — i2)? = 372,25, Proto je
. E—19
. 139,133 — 140,75 \/ 15-12 1669
~ /(601,733 + 372,25)/(15+12-2) V 19+ 12
coz je hodnota v absolutni hodnoté nepochybné mensi nez tas (0,05) = 2,060,
takze na 5% hladiné nulovou hypotézu nezamitame. Pro zajimavost, dosa-
7ena hladina testu je v tomto piipadé 50,96 %. O

14.3 Neékolik vybéru
Méjme k disposici k > 2 nezavislych vybéri z normalnich rozdeélent se stej-
nym rozptylem, tj. necht
)'11,....)’1,,] ~ N([tl.O"').
Yoi,...,Yan, ~ N(p2,0%),

}}\'l:‘-".):ﬂ‘nb ~ N(ﬂ'k‘gj)'

Uvedeny model se zpravidla oznacuje jako model analyzy rozptylu jedno-
duchého tridéni. Budeme testovat nulovou hypotézu Hg : piy = - = ju
(spolecnou hodnotu oznaéime p) proti alternativni hypotéze, ze aspon dva
vybéry maji ruzné stredni hodnoty.

LR N~ ) ST e
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Kdyz usporadame hodnoty Yy, .00 Yy, Yor, oo Yo, oo,
do vektoru, mnzeme alohu zapsat jako linearni model

Y 1 0 0

Yi., 1 0 1]

Vai 0 1 0 M
14.7 H2

Yo 0 0 1 £

Yin: 0 0 |

\

Jako odhady strednich hodnot j, dostaneme proméry (overte dosazenim do

(13.29))
P
Y Yo
H,ZI i
J

Ziejme potom je Y, Y. . takze rezidualni soucet ¢tvercu je roven souctu

souét étverci odchylek od praméri v jednotlivych vybérech:

k n,
RSS —,ZZ();, Y. )2
i=1 j=1

Plati-li testovana hypotéza (je-li ve vsech vybérech stejni stredni hod-
nota), plati vlastné podmodel, ve kterém maji véechny slozky nahodného

vektoru Y stejnou stredni hodnotu
)',J~N{;1.n"), 9 = Lgsen N5 4= dyo sy R

Odhadem této spolecné stiedni hodnoty je celkovy primer

a rezidualnim souétem ¢tvercil (za hypotézy) je vyraz

k

RSS° = Zi(n, ~¥ )2

1=1 j=1




—
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odnoty k nezavislych parametri a v pod-

3 isuje stfedni h : P
Protoze v modelu popisu] Lestovd statistika (13.35) tvar

modelu je pouze jediny (¢ = 1), ma
(RSS° — RSS)/(k — 1)
_ oo™ m A9l o,
(14.8) F= )
Vypotty se zapisuji do tabulky, kterd ma zpravidla tvar jako tabulka 14.4.

V tabulce lze zietelng Cist rozklad

ni
ko oni k

. k _
s B = =T & S -

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
tj.
J RSS° =(RSSO—RSS)+RSS.

ako soutet variability vysvétlené mode-

ron variabilitu jsme vyjadrili j ) R
Celkovou variabilitu jsme vy] delem nevysvétlené (rezidudlni, RSS).

lem (RSS® — RSS) a variability mo

y ] il ¥ P
ariabilita | soucet ctvercu | st. vol. pod :
variabili _ES_SL_:IH_SQ- F | PlFicinor > F]

o3etieni RSS" — RSS | k-1 =
rezidudlni RSS n—k S
celkovd RSS” n—1

Tabulka 14.4: Tabulka analyzy rozptylu jednoduchého tFidéni

y B
30 T
.
L
20
i
T
e ——
0 1 1 1 [}
A B C D

Obrazek 14.1: Krabicové diagramy hmotnosti kofent

14.4 Regresni primka 185

Priklad 14.4. Mame ¢tyri razné zivné roztoky, v nichz péstujeme pie-
nici. 2 kazdc¢ho zivného roztokn pofidime nékolik vzorki, u nichz zjistime
hmotnost korenové ¢isti rostlin. Zajima nds, zda je stiedni hmotnost ve
vgech zivnych roztocich stejna. Data jsou uvedena v tabulee 14.5. Z obrazku

roztok limotnost Yy
A 8 11 7 11 10 11 10 0,997
3] 26 23 16 18 12 15 23 17 1,260
© 31 21 20 32 22 37 29 M 1,422
D 260 19 32 30 14 16 16 1,319

Tabulka 14.5: Hmotnosti kofenové ¢asti v riznych zivnych roztocich

14.1 je patrné, Ze variabilita dat zavisi na poloze a ze pii vét$im medidnu

je smérodatna odchylka vétsi. Takovou zivislost se zpravidla podari odstra-

nit logaritmovinim jednotlivych (kladnych) méieni, u nasich dat je tento
postup Uspésny. Proto misto pivodnich hmotnosti budeme pro jednotlivé
Zivné roztoky porovnavat logaritmy hmotnosti. Soucty ¢tverci a vyslednd

testova statistika jsou uvedeny v tabulce analyzy rozptylu tab. 14.6. O
variabilita soudet ¢tvercu st. vol. podil F P
roztoky 0,7176 3 0,2392 18,2532 < 0,001
rezidudlni 0,3407 26 0,0131
celkova 1,0583 29

Tabulka 14.6: Tabulka analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni pro hmotnost
kotenti

14.4 Regresni primka

Klasickym specialnim pripadem linedrniho modelu je jednoducha linearni
regrese, kdy pfedpokldddme, Ze nezdvislé ndhodné veliéiny Y7,..., Y, maji
rozdéleni N(By + B1zi,0%), kde z;, i = 1,...,n, jsou dané konstanty, které
nejsou viechny stejné. Rozptyly ¥; jsou stejné, kdezto stfedni hodnoty lze
vyjadiit jako linedrni funkci znamych konstant z; pomoci nezndmych pa-
rametr Bg, B;. Odhady téchto parametri dostaneme ze vztahu (specidlni
piipad (13.29))

(&)

nyY

N -1
( n ni n
nE 3. T E T:Y;
i=1
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|
1 — ) —-T n
= -—- ”.-; ' > Y,

=T 1

D (@i-9)
i=1
) . ny ;I — :T:g.r,-)‘} +nz2Y — nzy
) ’Zl(:r,-—;i)z izil’, —nzt¥
i=1 =
i(rx -z)(¥;i-7)
Y- = i

(14.9) =

n

> (-7

i=1

Odhad by je vyhodné poéitat ze vztahu by = ¥ — biZ. Z vypoctu (14.9)
je zfejmé, Ze je varb, = o/ ¥ (zi — ). Proto k testovani hypotézy, 3
stfedni hodnota nihodné veli¢iny Y nezavisi na =, tj. hypotézy H, : 3
Ize pouzit testovou statistiku (specidlni p¥ipad (13.38))

e
1 =0,

(14.10)

D (@i —2)2
i=1

Pro vypocet rezidualniho souctu ¢tverci lze v

yuzit vztah

n

(14.11) RSS = i(); ~F) = Z(m;— -5)(Y; - Y).

i=1

Priklad 14.5. Klasickym piikladem
na xf{'éce jeho otce. Na obrazku 14.2 je zndzornéno asi tisic dvojic takovych
Udaji. Je snad zfejmé, e pro kazdou hodnotu z (vyska otce) kolisaji hodnoty
Y (vy8ka syna) kolem stiedni hodnoty, ktera na z zdvis{ priblizné linedrné
Rozdily Y; — 8y - A1z, jsou néhodné veli¢iny, o kterych lze predpokladat nor-
malni rozdéleni N(0, 0?), kde o2 Je nezndmym parametrem. Od F. Galtona,

je sledovéni zavislosti vysky syna

14.5 Mnohondsobna linedrni regrese 187
syn
190 - -
180 *
. 1}
170 |- ?
01
160
150 - L . . ;
150 160 170 180 190 otec

Obrizek 14.2: Zavislost vysky syna na vyce jeho otce

ktery se touto illohou zabyval, pochazi i pojmenovini - regrese. Odhad pa-
rametru 3, je roven pfiblizné jedné poloving, takze napiiklad u otce, ktery je
0 10 cm vy8si, nez je primérna vyika oted, ocekivime, ze vySka syna je jen
0 5 cm vetsi, nez je primérnd vyika synii. Odchylky od priuméru se tedy nere-
produkuji 1plné, je tu zfetelna tendence navratu zpét (regrese) k celkovému
prameéru. O

14.5 Mnohondsobna linedrni regrese

Predpokliddejme nyni, Ze nezavislé nahodné veli¢iny Yi,...,Y, maji vesmés
normalni rozdéleni s rozptylem o? a ze stedni hodnoty lze vyjadiit pomoci
k neznamych parametrti jako

EY; = A + Brizin+ ...+ B=1ip=i:

Specidlné pro k=1 bychom dostali regresni piimku z pfedchozi kapitoly.
O matici X stejné jako diive predpokladame, Ze ma linedrné nezavislé sloupce,
navic jeji prvni sloupec obsahuje pouze jednicky. Vypocet odhadu b vektoru
parametri 3 a dalsich statistik ponechame zpravidla na vhodném programo-
vém vybaveni. Vysledkem byvé tabulka, kterd vedle odhadu b; uvadi odhad
jeho smérodatné chyby S.,/cj; a t statistiku pro test hypotézy, ze odhado-
vany parametr (3; je nulovy (viz (13.38). Pokud je k této statistice uvedena
dosazena hladina, usnadiuje to rozhodovani.
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v tvrdicl Ze reeresni koeficie
Pii interpretaci nulové hypotezy f‘1(11E1~ 4?’_?‘&“‘"“ koeficient B,=0. . ’ ——— -
o s v (vahu, ze vechny ostatni veliciny (tzv. Fegresory) ve yy:: arametr | _odhad | smér_chyba ———f_m 7’ C
tfeba vzit vzdy v uvah, 2 ) snv. Neide tedy o testovan: Jla- abs clon 13200 | 16,787 0,702 | 0,432 |
coni stiedni hodnoty zistavaji zachovany. Nejde tedy o testovani Prostey, ik 0573 0,111 | -2.466. 0,017
dient stredu! ) fedni hodnota nahodné veliciny Y neyavie: P T a5 520 T<c00T ]
[ 7e na j-té veli¢iné stiedni hodnota n: ] nezavisj hmotnost | 0,62 - on | <0001 |
tvrzenl, ze na j-t SV = Sad o | 8 ==
Dostupné statistické progranty udavaji jeste napriklad odhad § Smép { S . i
latné odchylky o nebo koeficient determinace definovany vztaher,
datn A 3 -
2 labulka 14.9: Zdvislost procenta tuku na vysce a hmotnost
—~ I )‘ __)' [‘S’H'
L;:l ( i ') 1 To
9 e TWOD
p H':l_ﬁ—_—,———,_‘_’éi n - 5D . i o ‘¢ i - S ‘inko. Tento-
e Yo (Yi-1 ) Yim (Yi-Y) koeficientu u vysky zmenil v porovnani s tabulkou 14.7 své znaménko. Ten t
i= ; Ty T nost
, . e . lrat odhadujeme, ze vvasi ze dvon muzn, kteri viak maji stejnou lu‘n(.Jtn()f-.
i rminace ukazuje, jakou cast variability zavisle Promenné «, i se vydkou o 1 cm, méa tuku méné o 0,273 jednotek. Podobng, jako se
Koeficient determi g . o . ¥ S¢ a list vvskou } - _
pomoci uvazované zavislosti podafilo vysvetlit variabilitou nezavise Prome. smenila interpretace odhadu regresniho koeficientu, méni se také interpre-
nveh. Proto se casto hodnota koeficientu determinace udavi v procentech, tace nulové hypotézy, tvrdici, 7e koeficient u v§3ky je roven nule. Nynf tato
l . icka ¢ z liter: V(8 15 . 7¢ vvska 117 AV e < 51 informaci nad tu,
‘ Piiklad 14.6. Pouzijeme klasicka data z literatury [S]. U 50 mladycy hyvpotéza tvrdi, ze vvska jiz nedava o procentu tuku dalsi informaci 1 -
! h . i i ) . fi 2w o S T .
muzi, kteif se uchazeli o sluzbu u policie, bylo mimo jiné zjisiéno procentg kterou dava hmotnost.
tuku, dale jejich hmotnost a vyska. Kdyz se ze zname vysky pokusime odhad-

nout (predpovédét) procento tuku, dostaneme tabulku 14.7. Mame.J pred-

[ parametr odhad | smér. chyba | t JN
1 [Tabs. clen | -55,905 ] 24,959 | -2.] : ‘h"s:l!"\‘
i [wika | 0391 ] 0,130 05 TS0 )
] I S=6.445 RZ=13.990 % SIS
. - e . P
; Tabulka 14.7: Zavislost procenta tuku na vysce
1

povédét rozdil v procentu tuku u dvou muzi, jejichz vysky se

li51 0 jednotky
vySky, pak pouzijeme odhad regresniho koeficientu 0.391. Pri zkoumani z4.

vislosti procenta tuku na hmotnosti (tabulka 14.8) zjistime mimo jiné, zo 0000
: ! 5000
. W 10000
[ parametr | odhad | smér. chyba I t P B 15.000
| abs. ¢len [ -36,854 4,298 [-6,247 | <0001 %52%
[ hmotnost | 0,519 0,054 79553 | <0001 A 50.000
S=1,350 R7=65,530 7 W bove
Obrazek 14.3: Grafické znazornéni zavislosti procenta tuku na vysce a hmot-
Tabulka 14.8: Zavislost procenta tuku na hmotnosti mostl

podobné jako u vysky s rostouci hmotnosti roste nage predpovéd procenta
Euku. V obou pfipadech na 5% hladine zamitame nulovoy hypotézu tvrdici
ze procento tuku nezévisi na vysce resp. na vaze. . 7

Nyni vysetiime zavislost procenta tuku na dvojici velicin vy$§
nost. V tabulce 14.9 uvedené odhady jsou zajimavé tim. ze :

ka, hmot-
odhad regresniho

S"f:?nned by CamScanner
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15. Testy dobré shody

15.1 Multinomické rozdéleni

Uvazujme situaci podobnou jako pii zavedeni binomickeého rozdelen; ted
az g ) s Arito dv snveh vicloa. | edy
osloupnost n nezavislych pokusit. Misto dvou moznych vysledky pokug,
]pudcm(’ viak pripoudtét celkem im moznych vysledki pokusy '
)

) UZIMCPH\"(“
A 4, po fadé s pravdépodobnostmi py, ..., P Jako X ;
Ay ns

7 OZnacime

: s oo e e Tl < 4 < .
pocet diléich pokusu, 3 nichz nastal \;\b]( dek 4; (1 < j < m), Zavediy,
(podobné jako v piikladu 6.4) nahodné vektory Y'Y tak, ;e

kde Y;; = 1 prave kdyz v i-tém pokusu nastal jev 4. jinak je Y, =0 Pro

kazdé 1, je tedy
P[}',J = 1] = Pj> PD;J = “} =1-p,

s . ‘ vzavicele Plats n
piicemz pro i # k jsou ndhodné vektory Y .. Y nezavislé. Plati tedy X =

Z:‘zl Vi Proto je

EY, = i j=1,..., m, =1, n,
EY,? = g g=1,..., m, i1=1,..., n,
EY, Y, = 0, DAl TR
cov(Y;;,Yy) = pildi0—pg)s Jia=1..., T

kde ,, je znamé Kroneckerovo d, tedy prvek jednotkové matice. S vyuzitim
nezavislosti vektortt Y, .... ¥, odtud dostaneme

EX; = np;, j=1,..., m
n n
cov(X;, X,) = cov(D YD Yy
=1 k=1
= ZZCOV(}]J.)'A.,J
=1 k=1
n
= ) cov(Y;;. V)
1=1

= np;(dy0 = pq)-

Zavedeme-li vektor p a diagonalni matici D vztahy

P=(vpi.....ypm)", D =diag{y/npi,...,/1pm},

oldliieu ny wdlrnoacaimiel
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muzeme stiedni hodnotu a varianéni matici nahodného vektoru X zapsat

(15.1) EX = D°1,
(15.2) varX = D(1-pp')D

Rikame, ze ndhodny vektor X = (X, ..., X,,)" mid multinomické roz-
déleni s parametry n,py, ..., p,,. Parametry musi byt neziaporné a splhovat
pozadavelk Z')” i P4 1. Jednothvé nahodné vehciny Xy, ..., Y, nejsou
nezavislé, protoze plati 3.7 X, = n. Binomické rozdéleni je vlastné spe-
cialnim pripadem multinomického rozdéleni pro m = 2, pricemz se sleduje
pouze jedna ze dvou slozek dvourozmérného rozdéleni.

Podobné jako u binomického rozdeéleni (viz (4.7)) zjistime, ze multino-

mické rozdéleni lze popsat pomoci
1 - - B 1 Uin
(15.3) P['\I = X1, '»v\m =Ty)=—— o il’l Pm o

pro libovolnou m-tici xy, . .., a2, splhujici ZJ“:1 zj,z;j 20,j=1,...,m.

Pro nas nejdilezitéjsi bude jista asymptoticka vlastnost multinomického
rozdéleni, kterou si nyni odvodime. Uvazujme nihodny vektor

2
W =D (X - D°1),

ktery dostaneme linearni transformaci nahodného vektoru X s multinomic-
kym rozdélenim. Vzhledem k (15.1) a (15.2) je
(1
(1

w

ey EW = 0,
5) varW = | —pp’.

[
T

Doplime vektor p s jednotkovou délkou pomoci matice R na ortonormalni
matici @ = (p,R) a podobné jako v (13.17) a (13.18) zavedme nahodnou

velicinu a nahodny vektor
V=p'W., U=R"W.

Snadno zjistime, ze je

V=p'D (X -D"1)= %1"'(){ -D1) = %(n -n)=0
a dale
(15.6) EU = 0,
vartU = R™7(1-pp”)R
(15.7) = lm-1-

e g g T T g

-

Y uF

=
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Nihodny vektor J/nU muzeme zapsat ve tvaru

o n 1 ,
ﬁU:ﬁRFD IZ{Yr - ;D 1)

i=1

Kazda slozka tohoto vektoru je tedy souctem n nahodnych velicin, keyg Maji

sechny stejné rozdeleni s nulovou stiedni hodnotou a jednotkovym rozpty
viechny ste palresda . v
lem (mame n nezavislych scitancu a vary/nl; = n). Proto podle centray;

limitni véty (véta 9.6) ma kazda slozka vektoru
1
U= 7:\/H(]
n

(0, 1). Proto asymptoticky ma ¢tverec délky néhog

asymptoticky rozdéleni m :
ho . Odtud z definice rozdélen;j %

- ’ .) _
ného vektoru U rozdélent x (m—1)
nasledujici véta. | |
Véta 15.1. Necht nahodny vektor X ma multinomické rozdélen; s Dk,

P]}'nu

metry 1, Prs---» P Potom pro velka n = Zj”_il X, plati
m - 2
(Xi —np;)° 2
: NV g m—1).
(15.8) > s vi(m —1)
J=1
D @ k a z: Dikaz plyne z toho, Ze V' =0 a z ortonormality matice Q.
Plati m—1
m (‘\v _ npj)2 . . n
S L S wE = i = Y U
= np; =

0O

Ve vztahu (15.8) aproximujeme diskrétni rozdéleni statistiky na leye

strané rozdélenim spojitym. Tato aproximace se povazuje za pouzitelnoy,
kdyz je pro kazdé j splnéna nerovnost np; > 5.

15.2 y’ test dobré shody

Vztah (15.8) je zakladem rady test, v nichZ konfrontujeme skutecné zjigteng

cetnosti Xyp,...,. X, jevi Ay, ..., Ay, se stfednimi hodnotami téchto fetnosti
npl,...,np%, v nichz jsou pravdépodobnosti p{,. .. , %, uréeny z platnosti
néjakého pravdépodobnostniho modelu. Nulova hypotéza tvrdi, ze pravdépo-
dobnosti jevit Ay,..., A, jsou po fadé rovny p?, . .. .Y . Testova statistika
ma tvar

. e (X —mpl)F 2 X3
(15.9) ,\’-’:Z;_Uf_ =Y Zi_n

1=1 ”])j 1=1 ”‘DJ

15. TESTY DOBRE syoy,,,
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()}

Nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti a zamitame v prfipadé, ze je
X? > 2 | (a). Z tvaru testové statistiky je zfejmé, Ze neshodé skutecnosti
s hypotézou odpovidaji prave velké hodnoty této statistiky.

Priklad 15.1. Pri 600 hodech hraci kostkou byly zjistény nasledujici
cetnosti jednotlivich stran: 85, 99, 91, 108, 119, 98. Lze na 5% hladiné
povazovat tuto hraci kostku za symetrickon? Nulovd hypotéza tvrdi, ze
pl=1/6,i=1,..., 6. Odtud je

5 (85— 100)* (99 — 100)% (91 — 100)?
X = w00 100 T 100
(108 — 11)_(__1_)_-’ . (119 — 100)* N (98 — 100)*?
100 100 100
= 736,

coz je hodnota mensi nez \é((J.(JD) = 11,070, takze hypotézu nemuzeme na
3% hladiné zamitnout, Dosazend hladina testu je rovna 19,5 %. O

Ponekud komplikovanéjsi situace nastava, kdyz hypotéza neurcuje jedi-
nou m-tici pravdépodobnosti. Zpravidla jde o pripad, kdy za platnosti hypo-
tézy jsou tyto pravdépodobnosti znamymi funkcemi malého poctu parame-
tri. Oznacme takovy vektor (nezdvislych) parametri jako 8 = (8, ... ,Hq)T.
Abychom mohli pouzit statistiku X? a porovnat zjisténé éetnosti s jejich za
nulové hypotézy ocelkdvanymi hodaotami, musime nejprve neznamé parame-
try odhadnout. Metoda maximaln{ vérohodnosti (viz oddil 12.2) pouzit na
(15.3) vede na reSeni soustayy rovnic

" .0
z; Opl(0)
(15.10) AL =0, j=1,...,q
; pj(8) ay;

Oznacme feSeni této soustavy symbolem 6. Dosadime-li do statistiky X*
tento odhad, pak asymptoticky (pro dostateéné velkd n) plati

il ' PAEND ]
(X, —np¥(0))* _
(15.11) E St 1N o wd i =g = 1),
rlp?(ﬂ) xlm-q-1)

=1

Priklad 15.2, Uvazujeme geneticky model s fenotypy A4, a4, aa. Pokud
se genotypy A, a od obou rodict kombinuji ndhodné, pak maji jednotlive
fenotypy po fadé pravdépodobnosti 82, 26(1 — 6),(1 — #). Misto (15.10)
dostaneme rovnici

T

P m(2—43)+*13—.(—‘2(1~9)):0.

(1-48)

Scdllieu vy cdlnsidrirel
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jejimz resenim je po uprave

g 1 + 1— X3
T2 2n
Jestlize jsme zjistili Cetnosti po fadé 18, 7, 25, dostaneme odhad
.1 18-25
N _bei. )
=57 T

takie testova statistika pro test dobré shody je rovna
. (18-9245)2 (7 -24,510)7 (25— 16,245)°

Lkt ot/ NI ko Lo DA e 198 D
= 9213 T 24510 16.215 524,

oz je podstatné vice. nez ¢ini kriticka hodnota y7(0,05) = 3 84. Dosazeng
hladina je v tomto pripadé mensi nez 0.1 %. 0

Misto soustavy rovnic (15.10) by stacilo hledat takovou hodnotu @, pro
kterou nabude své minimalni hodnoty funkce

2 X; — np,(ﬂ))
(15.12) 20) = Z o
j=1
Takovy vypocet je technicky velmi ndrocny, ale kdyz pro néjaky | rozum.
ny* odhad parametru @ dosazeny do vztahu (15.12) vyjde hodnota mengj
nez odpovidajici kritickd hodnota ,\'j’,l_q_j(a). minimalizujici odhad by byl
tim spise nevyznamny. V takovém pripadé lze 1 pii nedokonalém odhady
parametru 8 rozhodnout, jak také ucinime v nasledujicim prikladu.
Priklad 15.3. Vratme se k udajim o poctech zasahi raketami za 2. sve.

tové valky v Londyné, uvedenym v piikladu 4.3 v tabulce 4.1. Abychom pro-
vedli test dobré shody (Ze data pochdzeji z Poissonova rozdéleni), pouzijeme
.naivni“ odhad parametru A uvedeny v citovaném piikladu: X = 537/576.
V tabulce 4.1 jsou uvedeny oc¢ekavané cetnosti, spocitané z tohoto odhadu.
Protoze posledni oc¢ekdvana cetnost je prilis mald (mensi nez 5), sloucime
posledni dveé tfidy do nové tridy s alespon 4 zasahy. Zjisténé cetnosti 7+1=8
pak odpovida ocekdvana cetnost 7,1+1,6=8.7. Vysledna hodnota statistiky

L (220-2267)7 (11— 2114)7 (93— 98.5)°
& = 2267 2444 085
(35-30,6)° (8 —8,7)?

306 T 87

= 1,569

Je nepochybné mensi, nez kritickd hodnota xz_, ,(0,05) = 7.81, takze neni
diivod na 5% hladiné zamitat nulovou hypotézu tvrdici, ze zjisténé cetnosti
odpovidaji Poissonovu rozdéleni. @)

Lvalinicu vy vwaliliovalnici
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15.3 Nezavislost nomindlnich veli¢in

Uvazujme nahodné veliciny U Y, které nabyvaji hodnot 1,...,7,1,..., .
s pravdépodobnostmi P[l/' = ¢ Y = j]. Uvazované celociselné llutlnot\ 15011
zpravidla zastupnymi hodnotami za hodnoty v nominalnim méritku. Na-
hodné veliciny U, Y jsou nezavislé (viz (5.6)), prave kdyz plati

Misto celkového poctu re — 1 nezavislych parametri (pravdépodobnosti) vy-
stacime v piipadé nezavislosti ndhodny-ch velic¢in I, Y s men&im poctem neza-

vislych parametria. Oznacime-li 3, = PIU = 4]i = 1,....r — 1,

v = PY =jl.j =1,...,c—1, a dale zavedeme B, = 1 — z::ll Bi,ve =
-1 _ N

1 — ZJ . je ziejmé, ze v ystacime s s parametry Sy,..., 8 —1, 71, - - Ye—1-

Oznacme sy mhul( 'm N, celkovou cetnost jevu (U =4,Y = = j], pro marginalni

¢ etnosti zav (‘(]111(‘ oznaceni

C r
N; = 5 -NEJ- a\f__, = E f\'.u
i=1 i=1
Neznamé parametry Sy,..., 8, 1,7m,..., 7., odhadneme pomoci
. N 7
Bi = —, ”.fj:—AJ. i=1,...,7, j=1 c
" - st e C
Dosadime-li do funkel p;; = fi7; uvedené odhady, dostaneme vyslednou

testovou statistiku

(Ni; — N; N /n
15.14) - 4
( -yt NN

=1 j=1

Za platnosti hypotézy nezavislosti velicin U,Y md statistika X? z (15.14)
asymptoticky y? rozdéleni, jehoz pocet stupfn volnosti je dan

rce=1—-(r=1)=(c-1)=(r-1)(c-1).

Hypotézu nezavislosti tedy zamitame, kdyz je X2 > \(, 1)(e1)(@)-
Podobnou tlohu dostaneme, kdyz mame k disposici nezavislé realizace
multinomického rozdéleni (Ny;, ..., N,;) z kazdé ¢ populaci a testujeme hy-
potézu, ze ve viech vySetfovanych populacich maji multinomicka rozdeleni
stejné pravdépodobnosti. I kdyz v tomto piipadé jsou soutty n; = Y1 N,
pevné (jsou dany predem, nejsou vysledkem nihodného pokusu), za plat-
nosti testované nulové hypotézy ma statistika (15.14) opét \? rozdéleni
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S (r —1)(¢ — 1) stupni volnosti. V tomto piipadé hovorime o testu k.

mogenity. '

s’f‘l‘kl;’d 15.4. Porovnejme podil planovanych téhult(l”it\;l ¥ P“‘{" a
milio: Praliy, X o f2eln, jame vyzpovidali 70 ’Ililst.ii\»"}‘]](‘l('h‘ maminek
v jedné prazské porodnici, z nichz 43 se hlasilo k ‘pl_amo\'71;1('111-111 ;:‘h()f'f.’ll.‘*’t.\'l.
Mezi 29 maminkami v jisté mimoprazskeé porodnici ,5“ ‘]1(. LR I)f”“}\ ancmy
téhotenstvi hlasilo celkem 15. Lisi se podily planovanych téhotenstviv Pray,
a mimo Prahu?

] e i ocekavané Cetnosti
Zz)ISténé Cetnosti

— porodnice I ]
porodnice J _ l —— e T
plan | Praha  okres | celkem plan Fraha ”}.\“\ [ ““\‘.“f
ano 43 15 58 ano 41,81 16,99 58
.m o i " ne 28,99 12,01 11
5 27 , - :
celkem 70 20 99 ] [Lcelkem 7 29[

Tabulka 15.1: Zjisténé a ocekavané ¢etnosti pri porovnavani podilu planovg.
nych téhotenstvi v Praze a mimo Prahu

, . , — 200 05) cns

Podle vzorce (15.14) dostaneme y* = 0,7959 < 3,84 = \ (“-’U-J)- €0Z zna-
mena, ze jsme nezamitli nulovou hypotézu tvrdici, ze podil planovanyeh te.
hotenstvi je v obou populacich stejny. (P = 0,3723.) O

Priklad 15.5. V parlamentu se projednava zajimavy zakon (duchody,
skolné, spotiebni dai malych pivovari a podobné) a nés zajima, zda spoly
souvisi souhlas s projednavanym zikonem a postoj volict k vlidni koa-
lici. Proto u namitkou vybranych volica byly zjistény ddaje uvedené v ta-
bulce  15.2. Jednoduchym vypoétem dostaneme 2 = 1,924 < 3,84 =
x1(0,05), coz znamena, ze na 5% hladiné jsme neprokazali zavislost dvoy
sledovanych nominalnich znaki. (Véimnéte si, ze vechny ocekavané éetnostj

Jsou dostatecné velké.) O
zjisténé cetnosti ofekdvané Cetnosti
[ zakon ] zakon
[ koalice [ ano ne | celkem koalice | ano ne | celkem
ano 9 5 14 ano 7,28 6,72 14
ne I 4 7 [ 11 ne 3,72 5,28 11
[celkem | 13 12 | 25 | [Ccelkem 13 12 25

Tabulka 15.2: Zjisténé a ocekavané cetnosti pri Setfeni zavislosti volebnich
preferenci a postoje k zakonn

15. TESTY DOBRE SHOpy
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A Dodatky

A1l Kombinatorika pro klasick

y pravdépodobnostni
prostor

Pii konstrukei klasického pravdepodobnost niho prostoru jsou uziteéné mnohdé
pojmy kombinatoriky.

Neprazdna mnozina A ma mohutnost n |
tuje bijekce (prosté zobrazeni) mezi 4
{1.2....,n}. Mohutnost prazdné

piseme | 4| = n), kdyz exis-
a mnozinou prirozenych ¢isel (n) =

mnoziny je nula. Mohutnost zjistujeme tak,
ze neprazdnou mnozinu 4 zobrazime pomoci bijel

B. jejiz mohutnost n znime neho umime st
mnozina A ma n prvki, tj. 4| =
dou mnozinu mohutnosti

cce na takovou mnozinu
anovit. Cinime pak zaver, ze
n. Bez jmy na obecnosti mizeme kaz-
reprezentovat pomoci nseku prirozenych disel
(n) = {L.2.....n}. Uziteéné jsou zejména nasledujici kombinatorické ob-
jekty (n a r Jsou prirozena éisla):

Posloupnosti. Posloupnost prvky muoziny (n) délky r je zobrazeni mno-
ziny (r) do mnoZiny (n). Mnozina viech posloupnosti délky r prvka mnoziny
(n) je kartézsky soucin r kopii mnoziny (n)

(n)" = {(z1,22,...,2,) ‘zj€(n), 1<j<r}),

tj. r-rozmérna krychle se stranou (n). Pocet posloupnosti prvki (n) délky r
je tedy roven ¢éislu n”, |(n)"| = n”. Dve posloupnosti jsou totozné, kdyz mayji
stejnou délku 7 a stejné prvky na prvém, druhém,. .| r-tém miste.

V pravdépodobnosti pracujeme s posloupnostmi tehdy, kdyz je vysledek
pokusu popséan r-clennou uspofidanou skupinou (tfeba opakujicich se) cha-
rakteristik z mnoziny (n).

Variace a permutace. Pokud je 7 < n, nalezneme v mnozine posloup-
nosti (n)" posloupnosti (ry,z,, ... 1Zy), ve kterych se prvky mnoziny (n)
neopakuji, tj. {z1,z2,... 2.} = r. Tyto posloupnosti reprezentuji prave
vsechna prosta zobrazeni z (r) do (n). Mnozinu viech takovych posloupnosti
znacime V(n.r) anazyvame je posloupnosti prvki mnoziny (n) délky r bez
opakovani nebo také variace r-té tiidy z n prvki bez opakovani. Ziejme plati

. n! n
(A1) Vinr)|=nn-1)--(n-r+ )=—=r! )
rl r
(Sestrojte bijekei mezi V(n,r) a (n) x (n — 1) x --- x (n=r+1)).
Posloupnosti v mnoziné P, = V(n.n) jsou tedy pravé viechny bijekce
mnoziny (1) na sebe, nazyvaji se permutace mnoziny (n), nebo také per-
mutace n-té tiidy. Ziejme je |P,| = nl.
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ysledek pokusu popsin r-

hdy, je-li v isti 7i
tehdy, J charakteristik z mnoziny

Variace a permutace pouzivame y, Jeb
\kujicich se

¢lennou uspoiadanou skupinou neop:
(n). i Necht je r <
¢ i Jace. Nechit je r < n,
Podmnoziny, rostouci pusluupnostl, kombil
Oznacme A——
exp,(n) mnozinu viech podmnozin Ac(n) I“y“ L )1:"12(11,1(" ——
exp(n) mnozinu viech podmnozin Acn) “Ut’ll'- lv‘(“ " ([)()Hl()ll.[;nr;\'(i
C(n,r) mnozinu véech rostoncich posloupnosti 2 . : ‘
prvkit mnoziny (n) délky ), -
(r x 1,(n —7) x 0) mnoZinu viech posloupnostl nu
kteryeh je prave r jednicek. )
71 4 nazvvajl k 1ace
Prvky mnoziny C(n,r) se také nazyvajl kombiz

a jednicek délky n, ve
r-té tiidy z n prvka

bez opakovini.

Plati
: n
(r\?) ]C(n’ ’)' - ,(’ X 1‘. (n — f1) X O)I = IeXDr(iI)l = (’)

Prvé rovnost plyne snadno, uvdzime-li bijekei, ktera 1)F1f‘{1211,]("y1'05£0}1(1 po-
., k,) € C(n,r) posloupnost nul a jednicek délky n,
k,. Napiiklad posloupnosti
x 0). Druha

sloupnosti (ky, k2, ..
kterd ma jednicky pravé na mistech ki, k2,..-,
(1,3,5) € C(5,3) piitadime posloupnost (1,0, 1,0,1) € (3 x 1,2
rovnost je ziejma, tieti plyne z rovnosti (Al).

Snadno také ovérime rovnosti

lexp(n)| = [(2)"] = {0, 1}"] = 2".

Kombinace z C(n,r) pouzivame tehdy, je-li vysledek pokusu popsin r-
¢lennou neuspofidanou skupinou neopakujicich se charakteristik z mnoZziny
(n) nebo rostouci posloupnosti délky r prvki této mnoziny nebo podmnozi-
nou s C (n) o r prveich.

Neklesajici posloupnosti, kombinace s opakovdanim. Necht
C’'(n,r) C (n)" je mnozina viech neklesajicich posloupnosti prvkd mnoZziny

' (n) délky r. Posloupnost v C'(n,r) se také nazyvd kombinace r-t¢ tiidy

z n prvkia s opakovianim. Dukaz identity
-1
(9 jemnl=lexne-nxol= (")

je kombinatoricky ponékud obt{Zngjsi nez nase pfedchozi tivahy. Druha rov-
nost je samoziejmé disledkem rovnosti (A2). Abychom odvodili rovnost pr-
vou, ,zaSifrujeme” neklesajici posloupnost k) < ks < ... < k. z C'(n,r) do
posloupnosti nul a jedni¢ek z (r x 1, (n — 1) x 0) takto:

Scanned by CamScanner
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Napifeme vedle sebe n + 1 nul, mezi témito nulami je pravé n mezer,
do j-té z nich napiseme tolik jednicek, kolikrit se ¢islo J v nadi neklesajicl
posloupnosti opakuje (pokud se ¢islo nevyskytuje vibec, nechiame j-tou
mezeru prizdnou). Z takto vytvoiené posloupnosti vymazeme prvii a po-
sledni nulu a dostaneme prvek mnoziny (r x L (n—1)x0).

Iy =T = ( Sifruie v tod v ¥ 4N 2 N F E ~ s

Pro r = 7 an = 6 Sifrujeme tedy posloupnost 2, 3, 3, 5, 5, 5, 6 jako 0, 1,
i 4. B, 0 04 151 150 1

Toto sifrovini samoziejmé definuje bijekei mezi mnozinami C'(n,r) a
(rx 1,(n—1)x0).

. P [ " X PP X L,

Iwmhl_ﬂ-l‘ ¢ s opakoy aaLm C'(n,r) pouzivime tehdy, je-li vysledek pokusu
popsill r-Clennou neusporadanon skupinou nikoliv nutne ruznych charakte-
ristik z mnoziny (). Ekvivalentne pouzijeme kombinace s opakovinim tehdy,
je-li vysledelk pokusu popsin neklesajici posloupnosti c¢iselnych charakteris-
tik z 11111101”1..\ ‘(”)' Dvi L\U’_‘f!’“m“" s opakovinim jsou totozné, vyskytuji-li
se v nich stejné prvky mnoZiny (n) se stejnou nasobnosti 0;, T, 2, I

oe g T

Tabulka Al: Pocty variaci a kombinaci r-té tridy z n prvki

bez opakovini | s opakovinim
] n!
variace n"
(n—r7)!
kombinace = R
r T

A2 T a B funkce

Gamma funkce I'(a) se zavadi vztahem
o0
F(a) :/ Ia_le_zd:ﬂ,ﬂ > 0’
0
beta funkce B(a,b) vztahem
1
B(a,b) = / e i )l a> 0,b>0.
0

Souvislost udava vztah

_ L@re)
B(a,b) = m
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Pri vy¥poctu I'-funkce ¢asto vystacime se znalosti
L(1/2) = m, I(1) = 1,

coz spolu s vlastnosti
[Na+ 1) =al(a)

o o ) . PP ‘aktoridl
namena, ze -funkei mizeme chiapat jako zobecnéni pojmu fak

Cin)=(n-1" neN

A3 Maticové znaceni

Votextu skript jsou viechny vektory chapany jako sloupcove vektory. Spe-
cidlné nulovy vektor znacime symbolem 0, vektor ze samych jednicek 1
Vyraz 117 tedy znadi étvercove u matici ze samych jednicek. Podobne lllll(-r-
vou matici znacime symbolem Q, jednotkovou matici x‘}‘llllllllt'lll I. Pokud je
treba zdiraznit rozmér jednotkoveé matice, piseme |y, pro jednotkovou matici
radu k. Jsou-li A a B dve symetrické matice stejného rozmeru, pak “"“"'"“’"
A > B znamend, ze matice A — B je pozitivné semidefinitni, to znamena. ze
pro viechny vektory x odpovidajiciho rozméru plati x" Ax > x"Bx.

A4 Poznamky o historii pravdépodobnosti a statistiky

Teorie pravdeépodobnosti vznikla jako véda v polovine 17. stoleti zisluhon
velmi vyznamnych matematiki této doby: B. Pascal (1623-1662). P. de
Fermat (1601-1655) a Ch. Huygens (1629 1695). I kdyz nékteré zajimave
vypocty pravdepodobnosti byly presentovany (v souvislosti s hazardnimi
hrami) jiz v 15. a 16. stoleti (Cardano, Pacioli, Tartaglia), prvé systema-
tické pokusy vytvorit obecné metody byly diskutovany a navizeny v lkuize
P. DeFermat, B. Pascal: De Ratiociniis in Aleae Ludo (O pocitani pri nahod-
nych hrach), kterou v roce 1657 vydal Ch. Huygens. Zde se poprvé objevuji
pravidla pocitani s pravdépodobnostmi a pojem stiedni hodnoty.

Skutecnd historie pravdépodobnosti viak zacina v roce 1713, kdy vychazi
traktat Ars Congectandi (Umeéni predvidat), ve kterém autor J. Bernoulli
(1654-1705) dokizal, a to spravné, zikon velkych ¢isel. V roce 1730 nasleduje
dalsi vyznamna monografie Miscellanea Analytica Supplementum (Rozlicné
analytické metody), kde A. DeMoivre (1667 -1754) dokazuje centralni li-
mitni vétu pro symetrickou posloupnost Bernoulliovych pokusii.

P. S. Laplace (1749-1827) v Theorie Analytique des Probabilitiés (1812)
velmi podstatneé zobecnije vysledky svych piedchiiden. S. D. Poisson (1781
1840), K. F. Gauss (1777-1855) P. L. Cebysev (1821-1894) a konecné
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A. A. Markov (1836 1922) jsoy pak t

I, ktefi se nejvice zaslouzili o roz-
voj pravdéepodobnosti jako matematicke

: discipliny, o vytvoieni témei uplne
teorie pro soucty nezavislych nahodnycly velicin

Pocatkem 20. stoleti je stale vie Pocitovana potieba vyt vorit Fadnon ma

tematickou axiomatiku teorie pravdepodobnosti. Pryng prace v tomto smern
napsali S. N. Bernstein (1880 1968), R. von Mises (1883 l"i'i). a K
Borel (1871 1956). Byl to viak A. N. Kolmogorov (1903 ) I\l1-;\ ‘\ ljrli/:.'
Grundbegriffe der Wahrscheinlich tsrechnung 7 voky 1933 \‘\‘Il)'ll 112 It\‘]lcl\
Jdobre znamého aparatu obecné teorje miry, aby axiomatizoval ju.‘n\‘c]u"[.nu[nh
nost zpusobem, ktery ji dobre slonzi dodnes

Pocatky historie statistiky néktefj nachizeji uz ve
bvly lsl.nnlulm* evidovany napriklad ‘I.,\,l,-,.m'.'

statistiky zpracovavajicl naméren: data se

starém Egypto, kdy
vynosy. Pocitky moderne)si
¥ vatahuji k astronomii (K. F.
Gauss) nebo napriklad ke genetice. F, Galton (1822.191] ), ktercho ke gene-
tice privedla kniha jeho stryce Ch. Darwing 0 puvodu dy uh‘! Poe

: t, vyvtvoril pojem
regrese. Za zakladatele prumyslové statistiky »

bychom mohli povazovat W.
, L / : nes znamy pivovar Guinness.
Pri analyze vybérovych priumeérn spocitanych z malych vybern objevil t rog-
deleni. Praci publikoval pod pseudonymenm Student, coz vysvetluje (lrnh.\"
nazev tohoto rozdéleni. Za fadu zakladnich statistickyeh ]u;jmﬁ (r.m[n' \';;-
riacni koeficient, smérodatna odchylka, modus) '.'rlc"(:im(- K Pmlrsm’mvi
(1857 1936). Navrhl y? test dobré shody nebo koeficienty mnohondsobné a
parcialni korelace, pouzivané k Popisu zavislosti nékolika ﬁ;ilmrlu\"c'h.\':'li«"in
Patril k zakladatelim predniho statistického casopisu U:umr-h'il..'u‘ A ]r-lr'('};
1901 1936 jej také ridil. Mnozi pokladaji Pearsona za skutecného zakladatele
moderni matematické statistiky.

Sir R. A. Fisher (1890-1962) vystudoval vystudoval sice
brzy se stal vedoucim statistikem ve slayné Rothamsted Agricultural Station
kde pro svou praci vytvoril analyzu rozptyln a polozil zaklady pl;'m(n';ini
pokusit. Od Fishera pochizi pojem statistiky jako funkce poéitané z vybéry
nebo metoda maximalni vérohodnosti, jeho kniha Statistical Methods for
Research Workers vychazi opakované do dnesni doby, 1 kd
se objevilo jiz v roce 1925.

Teprve po 2. svétové vilce se viadéi osobnosti rozvoje statistiky objevuji
také mimo Velkou Britanii. F. Wilcoxon (1892-1965) vystudoval fyzikalni
chemii. V textu uvedené dva testy pochazeji z roku 1945. K rozvoji teorie
neparametrickych metod, kam tyto dva testy patii, prispél vyznamné J,
Hajek (1926-1974), zakladatel ¢eské statistické skoly.

Gosseta (1876-1937), ktery pracoval pro dod

astronomii, ale

¥Z prvni vydani
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B Statistické tabulky

B STATISTICKE TABULKy

B1  Kritické hodnoty rozdéleni N(O, 1)
, 5 | 0,001 |
a 05 010 005 0025 001 ”U’ T
Ta) |0 1287 | 1645 | 1,960 | 2,326 | 2.576 | 3,090 ]
o
B2 Kritické hodnoty rozdéleni \*(f)
(4] -

/ 0,00 [ 6,075 0,00 0,10 0,05 0,025 ‘U,Url

[~ 000001 |00 [~ 2,708 [ 3aa [ 2024 | 6635

2 0,020 0051 | 0,103 4,605 5,992 7,37 l'* 9,2 II_

30 0115 | 0216 | 0,352 6,252 7,815 9,349 | 11 'if.l ]

4 0,207 | 0481 | 0,711 7,780 9488 | LLL4 | 13,278

5 0554 | 0831 | 1,145 9,237 | 11,071 | 12,834 | 15088

G [ 0872 1,237 |7 1,635 | 10,645 | 12,593 | 14,451 16,511

7 1,239 | 1,600 [ 2,167 | 12,018 | 14068 | 16,015 | 15478

8 1,646 2,180 2,733 13,363 15,509 17,537 20,093

9| 2088 | 2700 3,325 | 14,685 | 16,921 | 19,025 [ 21,669

10 | 2,558 | 3,247 | 3,940 | 15988 | 18,309 | 20,486 | 23,213
LU [ 3,068 [ 3816 | 4,575 | 17,276 | 19,677 | 21,923 | 24,7129
12 [ 3,570 | 4404 | 5,226 | 18,551 | 21,028 | 23,340 | 26,221
13 | 4,107 | 5,008 [ 5892 | 19,814 | 22,365 | 24,739 | 27,693
M| 4,660 | 5628 | 6,570 | 21,066 | 23,688 | 26,123 | 20,146
15 | 5229 | 6,262 | 7,261 | 22300 | 24,999 | 27,492 | 30,583
16 ] 5,812 [ 6,907 | 7,961 | 23,514 | 26,200 | 28,850 | 32,006
17 | 6407 | 7,564 | 8,671 | 24,771 | 27,591 | 30,196 | 33,415
18 [ 7,004 | 8230 | 9390 [ 25992 | 28,873 | 31,531 | 34,812
191 7,632 | 8,906 | 10,116 | 27,206 | 30,147 | 32,858 | 36,198
20 | 8260 | 9,590 | 10,850 | 28,415 [ 31,415 | 34,175 | 37,574
25 [ IL523 13,118 [ 14,610 | 34,386 | 37,658 | 40,651 | 44.321
30 | 14,952 | 16,789 | 18,491 [ 40,261 | 43,780 | 46,988 | 50.904
35 | 18,506 [ 20,567 | 22,463 | 46,065 | 49,810 | 53214 | 57.356
40 22,161 | 24,430 | 26,506 | 51,812 [ 55,768 | 59,354 | 63.707
45 [ 25,897 [ 28,362 | 30,608 | 57,514 | 61,668 | 65425 | 69976
S0 | 29,701 | 32,352 | 34,760 | 63,177 | 67,518 | 71437 | 76.175
60 [ 87,477 [ 40,475 | 437182 | 74,400 | 79,000 | 83,319 | 88.106
70 [ 45431 | 48,748 [ 51,731 | 85,542 | 90,552 | 95049 100,458
80 [ 53,527 [ 57,141 | 60,381 | 96,506 | 101,904 | 106,659 112,367
90 | 61,738 | 65,632 | 69,113 | 107,586 | 113,174 118,171 | 124,161
100 | 70,045 | 74,204 [ 77,914 | 118,522 | 124,375 | 129602 135,838

= e =
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B3 Kritické hodnoty rozdéleni v(f)

B3 Kritické hodnoty rozdéleni t(f)

a B

/[ 010 00 1 00 GOT T oo T
1 [ 6319 [ 12706 [ 31831 [ 63655 12730 Tx'a%“:“
2 | 2,920 1303 | 6,965 | 9,925 | 14080 31,602
3| 2,353 3,182 1541 | 5.84) 7453 | 12023
4020321 2776 | 3747 | 404 5,598 8,610
512015 2571 | 3365 | 4032 4,771 0,860
6 | 1,043 | 2447 | 3103 3,707 1317 5,050
v i 1,895 2,365 2,998 3,499 4,029 5,408

8| 1860 | 2306 | 2896 | 3358 3,833 5,041
9 | 1833 | 2262 | 2821 | 3250 3,600 4,781
10 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3169 3,581 4,587
11 | 1,796 | 2,201 | 2.718 3,006 | 3497 1,437
12| 1,782 [ 2,179 | 2681 | 3088 3,428 1,318
13 | 1771 | 2,060 [ 2,650 | 3,012 3,372 4,221
M| L7601 | 2,145 | 2,624 | 2977 3,320 14,140
15 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2.947 3,286 4,073
16 | 1,746 | 2,120 [ 2,583 | 2.921 3,252 1,015
17 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898 3,272 3,965
18 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2478 3,197 3,922
19 | 1,729 | 2,093 | 2539 | 2486 3,174 1,883
20 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 3,153 3,850
25 [ 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 3,078 3,725
30 | 1,697 | 2,042 | 2457 | 2,750 3,030 3,646
35 [ 1,690 | 2,030 | 2,438 | 2724 2,996 3,591
40 [ 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2704 2,971 3,551
45 | 1,679 | 2,014 | 2,412 | 2,690 2,952 3,520
50 | 1,676 | 2,009 | 2,403 | 2,678 2,937 3,496
60 [ 1,671 [ 2,000 [ 2,390 | 2,660 2,915 3,460
70 | 1,667 | 1,994 | 2,381 | 2,648 2,899 3,435
80 [ 1,664 | 1,990 | 2,374 | 2,639 2,887 3,416
90 | 1,662 | 1,987 | 2,368 | 2,632 2,878 3,402
100 | 1,660 | 1,984 | 2,364 | 2,626 2,871 3,390
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li 204 2 STATISTICKE TABULKY B5 Kritické hodnoty rozdéleni F(m, f) pro a = 0,05

Kritické hodnoty rozdéleni F(m, f) pro a =0,10 Bs Kritické hodnoty rozdéleni F(m, f) pro o — 0,05
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