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1. pfrednaska 6. 10. 2015

1) Co je to pravdépodobnost?

Pravdépodobnost je néco mezi 0 a 1.

2) Pravdépodobnostni prostor

Mégjme d-sténnou kostku, na které mizeme dostat vysledky 1,...,d, potom
2 je mnozina elementarnich jevii — neprazdné
e {1,2,...,d} akazdy prvek teto mnoziny je elementarnim jevem
F je systém podmnozin €2, ten splije:
1. Q € F (prvky F jsou podmnozinou 2)
2. Ae F= Q\A € F (s kazdym jevem je v F i doplikovy jev)
3. Pro libovolné A;, Ay, --- € F je UA; € F (spoCetné ¢i konetné)
e F nazveme o-algebrou na {2
e prvky F jsou ndhodné jevy
P mnozinova funkce na F se nazyva pravdépodobnost (pravdépodobnostni mira) pokud:
1. VF € F,0 < P(F) <1 (P vezme mnozinu F a piifadi ji ¢islo mezi 0 a 1)
2. Pro Fy, Fy, ... po dvou disjunktni, plati P(U2, F;) = £°, P(F;)

3. P(Q) =1
DEFINICE 1. Trojice (2, F, P) se nazjvd pravdépodobnostni prostor.

3) Vlastnosti a poéitani pravdépodobnosti

Z axiomu P plyne P(A) =1 — P (A°) (véta o doplikové pravdépodobnosti).

VETA 2. P(Ey U E) = P(E1) + P(E>) — P(E1 N Ey)

Diikaz. Pro B C A plati, ze P(A\B) = P(A) — P(B).

EiUFE,=F U EQ\El (disjunktnl’).

P(El UEQ) = P(E1U(E2\E1)) = P(E1)+P(E2\(E1 ﬂEQ)) = P(El)—i-P(EQ)—P(El ﬂEg) ]
VETA 3 (Princip inkluze a exkluze). Budte Ei,..., E, ndhodné jevy, pak pravdépodobnost
sjednocent P(U?’:lEi> = E:LZIP(EZ) — 221§i<j§nP(Ei N E]) + -+ (—1)”71P(ﬂ?:1Ei)

Diikaz. Pomoci matematické indukce. O



DEFINICE 4 (Nezavislé jevy).
e Ndhodné jevy Ey, Ey jsou nezdvislé, pokud P(E; N Ey) = P(E)P(E?).

e Ndhodné jevy E,, kde a € A jsou navzdjem nezdvislé, pokud pro kaZdou I C A plati
P(NierE;) = EieIP(Ei)-
DEFINICE 5 (Podminéna pravdépodobnost). Budte E a F ndhodné jevy, P(F) > 0. Podmi-
P(ENF
nénd pravdépodobnost jevu E za podminky F' je ddna P(E|F) = (P(F))
POzZNAMKA 6. Plati, zZe P(F|F) = 1.
VETA 7. Jsou-li E a F nezdvislé jevy a P(F') > 0, pak P(E|F) = P(E).

Dikaz. P(E|F) = L (];E(;)F ) _ P (]EDEgF ) _ p(p) 0

PozZNAMKA 8. Kazdy jev s pravdépodobnosti 0 nebo 1 je nezdvisly s libovolngm jevem.

2. prednaska 13. 10. 2015

1) Véty uziteéné pro vypocet pravdépodobnosti

VETA 9 (O nasobeni pravdépodobnosti). Budte E1, Es, ..., E, ndhodné jevy takové, Ze P(FE1N
Eon--NEy) > 0.
Potom: P(El NEsN--- ﬂEn) = P(En‘El NEsN--- ﬂEn_l) . P(En_l‘El NEsN--- ﬂEn_g) .
-+ P(Es|En) - P(E)
Diikaz. Z definice: P(Ey N (E1N-+-NEp_1)) = P(Ep|ByN---NEp_1-P(EyN---NEp_y) O
VETA 10 (O uplné pravdépodobnosti). Budte E1, Es, ..., E, ndhodné jevy takové, Ze

2. P(E;) > OV

3. U B =Q
a B ndhodny jev.
Potom: P(B) = X' P(B|E;) - P(E;)
Diikaz. P(B) = P(BNQ) = P(BN (U, E;)) = P(U',(BNE;)) = X"\ P(BNE;) =
YL P(B|E;) - P(E;) O

PozNAMKA 11. Véta plati © pro spocetny disjunktni rozklad.
VETA 12 (Bayesova). Za podminek

1. BiNE; #0Yi #j
2. P(E;) > 0Vi

3. U, E;=Q

4. P(B) >0



P(B|E;) - P(E;) _ . o
plati, P(E;|B) = , kde P(E;) je ,apriorni rozdéleni“, B je ,informace’
' 3% P(B|Ej) - P(Ej) '

a P(E;|B) je ,,aposteriorni pravdépodobnost*.

¢

P(E;NB
Diikaz. P(E;|B) = (PiB))’ v ¢itateli P(E; N B) = P(B|E;) - P(E;), ve jmenovateli véta o
iplné pravdépodobnosti. O

Mgjme 2 polynomy R(z) = (z —a1)(x —az) - (z — an) a Q(z) = 2™ + --- (ma celociselné
kofeny). Odhalit: @ # R.

e Dosadime-li ¢islo 1 do R(z) — Q(z), pak, jsou-li R a @ rizn4, jen s malou pravdépodob-
nosti dostaneme 0.

e R—() ma nejvyse n ruznych koreni. Vezméme 100n raznych celych &isel a z nich ndhodné

1 vybereme. Pravdépodobnost toho, Ze vybrané ¢islo je kofenem R — @ (jsou-li
n 1

100n  100°
e Vybereme-li ndhodné opakované k ¢isel z onéch 100n d&isel, pak jsou-li R # @, pak

k
P(R(z;)) = Q(z;)Vi=1... k< <1(1)0)

R # Q, je nejvyse

2) Nahodna veli¢ina

Hod dvéma kostkami:
e 0 =1{1,2,3,4,5,6}>
o w=(i,5),i€{1,2,3,4,56),j € {1,2,3,4,5,6}
e soucet hodu na kostkéich: wi + wy
e X:0— R, zde X(w) =w; +ws, kde X je nadhodna veli¢ina

e fesime problém P(X = z) =7
DEFINICE 13 (Nahodna veli¢ina a nahodny jev). Zobrazeni X : Q — R takové, Ze Va € R
plati, Ze X Y(—inf,a] = {w; X/w) < a} € F nazveme ndhodnd velicina (tj. {w; X/w) < a} je
ndhodny jev).
PozNAMKA 14. Pokud je diskrétni, bude nabyjvat nejuygse spocetné mnoho hodnot.
DEFINICE 15 (Rozdéleni nahodné veli¢iny). Bud X : w — R ndhodnd veli¢ina (0, F,P)
pravdépodobnostni prostor. Rozdélenim ndhodné veliciny X se rozumi pravdépodobnostni mira
Px na R takovou, Ze Px([a,b]) = P({w,V(u) € (a,b] = P({, X(w) < b}w, (w) < b} —PVa < b
PozNAMKA 16. Takto zavedend pravdépodobnost Px miiZe byt rozsiiena na libovolnou o—
algebru obsahujici vechny oteviené podmnoziny R, specidlné vSechny intervaly.
TVRZENIL 17. Pro diskrétni ndhodnou velicinu X je rozdéleni jednoznacné ddno hodnotamsi

{ps;s € S}ps = P(x =s) = P{w: z/w) = s})

Px ((a,b]) = Xscsn(a,bPs spIiuje viechny oblasti pravdépodobnosti. Hodnoty {ps,s € S} jsou
hodnotou rozdéleni X vuéi ¢itaci mife na S. Musi platit ps = 0Vs, Xsesps = 1. a(A) = |A]
pocet bodi A vhodny pro konec¢né ¢i spocetné mnoziny.



3) Klasickd pravdépodobnost

A
P(A) = ‘|Q‘|’ kde 2] < co. Pro || = co musi byt £ spocetna.

DEFINICE 18 (Distribuéni funkce). F' : R — [0,1] je definovand jako F(x) = P(X < x),
coz pro diskrétni ndhodnou velicinu je F(x) = s<zps. Jingmi slovy Fx(a) = P[X < a] =
Px(—o00,a], Fx : R —[0,1]

Jak distribu¢ni funkce F', tak i hodnota {ps,s € S} plné charakterizuji rozdéleni v X, tedy
pravdépodobnost Px. Px je jednozna¢né dana F'.
PozNAMKA 19. Rizné ndhodné veliciny mohou mit stejné rozdélend.

3. prednaska 20. 10. 2015
1) Mira

Mira je mnozinova funkce, ktera vezme mnozinu a da ji néjakou hodnotu. Mira je vidy neza-
porna.

2) Priiklady miry

DEFINICE 20 (Lebesgenova mira). A na R, A(a,b) =b—a pro b > a, A{a,b) =b—a pro b < a.
Ddva délku intervalu.

DEFINICE 21 (Citaci (aritmetickd) mira). a(A) = |A|. Uddvd pocet proki, které jsou
TVRZENI 22 (Vlastnosti distribu¢ni funkce). Méjme (2, F, P) pravdépodobnostni prostor a
ndhodnou velicinu X a jeji distribucni funkci Fx. Pak

o F'x je neklesajici a zprava spojitd

e lim, , o Fx(a) =0, limgo Fx(a) =1
VETA 23. Bud F funkce, kterd spliiuje vSechny body predchoziho tvrzeni. Pak existuje (2, F,
P) pravdépodobnostni prostor a ndhodnd velicina X tak, Ze F je distribucéni funkce.
DEFINICE 24. Ndhodné veliciny X a'Y jsou nezdvislé, pokud Vn,k € Z plati: P[X =n,Y =
k] = P[X =n|P[Y = k|.
Celociselné ndhodné veliciny X1, Xo, ..., X, jsou vzdjemné nezdvislé, pokud ¥I C {1,...,N}
aVn; € Z,i € I plati P[ﬂie[[Xi = n,]] == HieIP[Xi = nl]

3) Charakteristiky nahodné veli¢iny

DEFINICE 25 (Stfedni hodnota CNV). CNV X md konecnou stredni hodnotu EX, pokud
Ynezn|P[X =n] = X,ezn|P, < co. V tom pFipadé EX = Y,eczn - P,

VETA 26 (Aditivita stfedni hodnoty). Pro CNV X a Y s konecnou EX a EY plati, Ze
E(X+Y)=EX)+ E(®Y)

VETA 27 (Nésobeni stfedni hodnoty konstantou). Bud' X CNV a c € R, EX < co. Potom
E(cX)=c-EX.



4. prednaska 27. 10. 2015

1) Dalsi charakteristiky nahodné veli¢iny

DEFINICE 28 (Moment ndhodné veli¢iny). Momentem ndhodné veli¢iny rozumime hodnotu
EX?P = ¥,c7i? P X =]

DEFINICE 29 (Centralni moment nahodné veli¢iny). Centrdlnim momentem ndhodné veliciny
rozumime hodnotu E(X — EX)P = X,cz(i — EX)PP[X = i

DEFINICE 30 (Rozptyl nahodné veliciny). Pokud EX? < oo, pak var(X) = E(X — EX)?
nazveme rozptylem ndhodné veliciny X. Rozptyl charakterizuje variabilitu ndhodné veliciny
okolo jeji stredni hodnoty.

VETA 31 (Jensenova nerovnost). Bud X ndhodnd velicina a f konvexni funkce takové, Ze

E|X| < o0 a E|f(X)| < co. Pak Ef(X) > f(EX).

Drikaz. Dtkaz pomoci Taylorova rozvoje f kolem EX. O

1).1 Zakladni vlastnosti rozptylu

e var(X+a)=E(X+a—E(X+a))?=E(X+a—E(X+a)?=FE(X+a—EX+a)?=
E(X — EX)? = var(X)

e var(c) = E(c— Ec)? =0
e var(cX) = E(cX — EcX)? = Ec*(X — EX)? = % - var(X)

e var(X+Y)=E(X+Y-E(X+Y)? = =var(X)+var(Y)+2E(X —EX)(Y —EY)
DEFINICE 32 (k-rozmérny néhodny vektor). Bud (2, F, P) pravdépodobnostni prostor, pak
zobrazeni X : Q — RF, kde k > 2 spliugici {w : N{w : X;(w) <a;}i=1...k} € F¥(ay,...,ax) €
R* nazveme k-rozmérny ndhodnyj vektor.

DEFINICE 33 (Soustfedné rozdéleni ndhodného vektoru). Pravdépodobnost Px., definovand
na RF predpisem Px_ [XF  (—oc0,a;])] = P [N (X; < a;)] = P{w: Nl {w: X; <a;}} se
nazyvd soustredné rozdeleni ndhodného vektoru X.

DEFINICE 34 (Marginalni rozdéleni ndhodného vektoru). Pro podvektorY = (X, ..., X;,, kde
d < k ndhodného vektoru X .. definujeme margindlni rozdéleni X .. jako Py, (X;lzl(—oo, ai;]) =

P{w : ﬂé?zl{w 1 X, < aij}} = P{w : ﬂf”zl{w : Xi < a;}, kde a; =00 pro i # i zd}

5. prednaska 3. 11. 2015

1) Nahodny vektor

X=Xt Xp): Q=R P(Xy < ay,..., Xy < ap) = P{NE_(X;(u) < a)} Px(XE (o0, ai])



2) Marginalni rozdéleni

Marginalni rozdélenti je rozdéleni podvektoru nahodného vektoru X, napf. rozdéleni (X1,..., Xp_1)
a to dostaneme z rozdéleni X volbou a; = co. Nejdilezitéjsi jsou rozdéleni jednotlivych slozek
X1, Xoy. oo, X
Priklad:
(X,Y) hazim dvéma kostkami, X je vysledek na prvni kostce, Y je soucet na obou kostkach
2134|567 |8[9]10] 11|12

l| oo | 0|0 |0 e %

2 o | o |0 |0 |00 %

3 o o |0 |0 0 o0 %

4 o o |0 |0 |0 o %

5 o o |0 |0 o . %

6 oo 0| o . ° %

| J1]2]3]4]5]6[7[8]9|10]11]36

DEFINICE 35 (Nezavislost celo¢iselnych ndhodnych veli¢in). Celociselné nahodné veliciny X
a'Y jsou nezdavislé, pokud ¥Ym,n € Z plati P(X =m,Y =n) = P(X =m)P(Y =n). Toto lze
zobecnit.

DEFINICE 36 (Podminéné rozdéleni). Bud (X,Y) CNV. Rozdéleni

PIX =kY =1]

PIX=klY =1 = YT

PY =1]>0,keZ

nazveme podminéné rozdéleni X za podminky Y = 1.

6. prednaska 10. 11. 2015

1) Kovariace a korelace

Bud (X,Y) nahpodny vektor takovy, Ze ma konecné druhé momenty slozek (tj. EX? < oo,

EY? < o0)
DEFINICE 37 (Kovariace). cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y —EY)|=E(XY)—-EX -EY
XY
DEFINICE 38 (Korelace). pxy = covX,¥)
var(X)var(Y)

1).1 Zakladni vlastnosti kovariace a korelace

VETA 39. Bud (X,Y) ndhodny vektor, pak:

1. Jsou-li X a'Y nezdvislé, pak cov(X,Y) =0 - X a Y jsou nekorelované. Z toho ale
neplyne nezdvislost X a'Y .

2. cov(@aX +b,Y)=a-cov(X,Y)
3. cov(X +Y,Z) = cov(X,Z) + cov(Y, Z)

Pozorovani:



o cov(X,X) =var(X)

e var(X + X) = var(X) +var(X) + 2cov(X, X) = 4var(X)

e je-li cov(X,Y) 2 0, pak var(X +Y) 2 var(X) + var(Y)

e var(X —Y)=E(X -Y - E(X -Y))? =var(X) — 2cov(X,Y) +varY
e jsou-li X a Y nekorelované, pak var(X +Y) = var(X) 4+ var(Y)

e cov(X,Y) = cov(Y,X)

7. prednaska 24. 11. 2015

1) Podminéna stfedni hodnota

Stifedni hodnota EX = ¥, P[X = k]
Podminéna stfedni hodnota E[X|Y = y|] = L, P[X = k|Y =y]
Pokud jsou X a Y nezavislé, pak ziejmé E[X|Y =y] = EX
PX =z|Y =y] = P[X =z],Vz,y & X aY jsou nezavislé
Vidime, ze E[X|Y =y] = EX je funkci y
DEFINICE 40. E[X|Y] je ndhodnd velicina, kterd na mnoziné {w : Y (w) = y} nabyvd hodnoty
EX]Y =y
Tedy:
E[X]|Y]: Q — R nahodnéa veli¢ina
E[X|Y](w) = E[X|Y = 4] pokud Y(w) = y

E[X|Y] = f(Y) pro néjakou f : R — R
VETA 41. Plati E[E[X|Y]] = EX maji-li obé strany smysl.

Ditkaz. E[E[X|Y]] = E(f(X)) = S,f(k)P]Y = k] = S,E[X|Y = k|P[Y = k] = EX O

2) Modely rozdéleni diskrétnich nahodnych velié¢in

Alternativni rozdéleni (Bernoulliho pokus) (Alt(p)) Nahodné veli¢ina X nabyva pouze
dvou hodnot (z € {0, 1}. Parametr p je potom definovan jako p = Plx = 1] = 1— Plz =
0]. Odtud potom EX =p, EX? =p — var x = p — p> = p(1 — p)

Binomické rozdéleni (Bi(n,p)) Zacneme oponovat (nezavisle) bernoulliovské pokusy (se
stejnym p). Dostaneme posloupnost 0 a 1. Jaké rozdéleni méa pocet tspéchi v n poku-
sech?

Y =3 | X, =pocet tspéchii
Ply =k = (})p"(1 —p)" "
EY =np,var Y =np(l — p)



Geometrické rozdéleni (Geom(p)) zjistuje délku ¢ekani na 1 tspéch.
Y=min{i: X; =1} -1
Ply =k =p(1-p)*
BY — 1-»p
p
Negativni binomické rozdéleni (NB(k,p)) nam pifinasi pocet neuspéchi pied prvnim uspé-
chem
Y = ZleYi, kde Y; jsou nezavislé ndhodné vektory geometrického rozdéleni
PlY =j] = (j+l;_1)(1 — p)ip¥, kde j je pocet netspéchit a k pocet tspéchi, tedy j 4 k
je pocet pokusu
Poissonovo rozdéleni (Po()\))
PlX, = k] = (D)ph(1 = pn)"™F = er, tedy PIY = K = e 3
EY =\
varY = A

Hypergeometrické rozdéleni je v podstaté binomické s racionalnim p

PIX =k = (p)p*(1 —p) "

EX = n%, kde N je pocet vSech jevii, M je pocet priznivych a n je pocet provedeni
Multinomické rozdéleni je obecné rozdéleni s vice moznymi vysledky, k je pocet vysledki

{ar. ...}

P(X; = a;) = pj, kde p; > 0 a zaroven Z?lej =1

Zavedme Z; = (Z;,, ..., Z;,), kde Z;; = 1 & X; = aj, jinak Z;;, =0

Y =%",Z

n!
P[Y = (nl, .. nk)] = mp?l 'p;u """ p:’“ pro V(nl, . ,nk) takové, ze n1 > 0

a zaroven Zleni =n
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